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  A mi familia y, en especial, a mi hijo


  FERNANDO


  A Juan, Pablo y María José.


  A mis padres


  JUAN
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          ¿Cómo ayudará este libro a que tu hijo domine las matemáticas?

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          ¿Dónde termina el juego y dónde comienza la matemática seria? Una pregunta capciosa que admite múltiples respuestas. Para muchos de los que ven la matemática desde fuera, esta, mortalmente aburrida, nada tiene que ver con el juego. En cambio, para los más de entre los matemáticos, la matemática nunca deja totalmente de ser un juego, aunque además de ello pueda ser otras muchas cosas.
        

      

    

  


  MIGUEL DE GUZMÁN1


  «Las matemáticas son complicadísimas», «Es que no tengo memoria para las fórmulas», «Si en realidad aprenderse todo esto luego no sirve de nada», «Yo soy de letras»… Seguro que te suenan muchas de estas frases. Lo mismo hasta compartes alguna. Pero ¿qué hay de verdad en ellas? Todos sabemos que muchas personas tienen problemas con las matemáticas, y en infinidad de casos el origen del problema radica en cómo las aprendieron en primaria. Quizá nadie les dijo antes que en realidad no hace falta memorizar nada, o que uno puede aprender a resolver problemas sin darse cabezazos contra una pared, o que una buena base en matemáticas te ayuda a potenciar aspectos que resultarán decisivos en tu futuro —como la toma de decisiones o la estructuración lógica de argumentaciones en la oratoria—, o nadie unió en la misma frase matemáticas, juego o entretenimiento. Y puede que ahora estés pensando «pero ¿cómo va a conseguir todo eso?».


  Los autores de este libro tenemos una trayectoria similar: ambos procedemos de familias sin tradición universitaria, y siempre agradeceremos a nuestros padres (un conductor y un relojero) y nuestras madres (que cuidaban de las tareas del hogar) el habernos facilitado el poder estudiar. Muchas veces nos ha tocado ser autodidactas porque en casa faltaban referencias que complementasen los libros de texto escolares y a pesar de esas limitaciones nunca hemos tenido problemas con las matemáticas; al contrario: de hecho, desde muy pequeños ya sabíamos que queríamos ser matemáticos, y podemos afirmar que nuestros padres jugaron un papel fundamental en ese camino. Con el tiempo, ambos llegamos a ser los primeros de nuestras respectivas promociones. Ahora somos padres y profesores, y tanto en casa como en el trabajo intentamos educar «no dando pescado, sino enseñando a pescar». Esto es, proporcionando los métodos que a nuestros hijos y alumnos les ayuden a superar las matemáticas de su nivel y además los preparen para lo que va a venir después. Entre otras cosas, porque seguimos pensando que es el único modo sensato y correcto de aprenderlo.


  De ahí, de esas raíces, proviene el método que te planteamos en estas páginas. Un método que, a diferencia de tantos que prometen todo sin el aval de unos nombres, queremos respaldar con los nuestros propios y nuestra trayectoria. Un método que parte, entre otros puntos, de una certeza que ambos compartimos porque lo hemos vivido en nuestras familias y aún hoy lo vivimos: los padres son una pieza clave para la educación de sus hijos. De hecho, tú puedes ser la clave para que tu hijo sea un genio de las mates.


  El método se construye sobre tres pilares básicos que son la comprensión, la práctica y la motivación, y este libro comprende una introducción a la casi totalidad de las matemáticas que va a estudiar tu hijo hasta los 12-13 años, con los conceptos escritos en un lenguaje siempre accesible, aunque sean nociones tan básicas como qué es un número o la interpretación de las propiedades de la suma.


  «¿Y de dónde saco yo tiempo?» Quizá ahora te parezca incompatible con los horarios laborales: los afortunados que en este momento tenemos trabajo pasamos en él demasiadas horas y a veces las que pasamos con nuestros hijos las dedicamos a llevarlos de un lado para otro, de camino a mil y una actividades extraescolares, pero esos viajes en coche, transporte público o paseos los podemos aprovechar para educarlos. Paseando, jugando a las cartas o al dominó, doblando papel o haciendo juegos de magia, tienes en tu mano la posibilidad de ayudar a tu hijo con las matemáticas. Todo esto lo encontrarás aquí, aderezado con anécdotas, referencias y actividades para que desarrolléis los dos juntos.


  Lo más importante es que se acostumbre a los métodos que se emplean y reconozca cómo aparecen las matemáticas en todos los aspectos de la vida. Si pierden el miedo a esta disciplina, ya tenemos mucho ganado. Las matemáticas nunca han mordido a nadie, pero dependiendo de cómo se aborden, puede suponer un éxito o un fracaso. Pensemos, por ejemplo, en subir a una montaña: en el campo las sendas recorren un camino en espiral, que permite que el ascenso sea mucho menos empinado. Eso es lo que pretendemos precisamente con nuestro método, dar ideas para que el niño practique las matemáticas de una forma más suave; aunque, como para subir la montaña, tendrá que estar en buena forma. Para la montaña necesita forma física y para las matemáticas (y otras disciplinas escolares) necesita un entrenamiento mental, y también ahí queremos ayudarte.


  La estructura de este libro


  Nuestro objetivo es ir paso a paso, nada de grandes saltos. En el primer capítulo encontrarás una reflexión sobre el papel que juegan las matemáticas en el sistema educativo, prestando una especial atención al contexto en el que se sitúan y a los elementos que hacen diferente a esta disciplina. En ese sentido, intentaremos desmontar algunos tópicos, como «que las matemáticas son solo para los listos», que «el cálculo mental es muy importante en matemáticas» o que «sin memoria no se puede avanzar». Verás como esas frases, aunque se escuchen repetidamente, no dejan de ser falsas.


  Los 11 capítulos siguientes abordan, uno a uno, los temas que se estudian en las asignaturas de matemáticas, empezando por los números naturales y las operaciones más sencillas (suma, resta, multiplicación y división), y abordando luego fracciones, números decimales, negativos, potencias, raíces cuadradas, ecuaciones y resolución de problemas.


  Hemos creído interesante incluir la edad aproximada en la que se estudian cada uno de los conceptos tratados, como orientación para los padres, aunque no es determinante, ya que, dependiendo de la zona geográfica, los contenidos se pueden impartir en un orden u otro, aunque con pequeñas variaciones.


  En algunos lugares del texto encontrarás también un código QR como este:


  [image: ]


  Al leerlo con un teléfono móvil, te llevará a la página www.geniomates.com, en la que hemos incluido material complementario a este libro (algunos problemas y actividades adicionales y vídeos explicativos). Con esto queremos presentar un método adecuado al siglo XXI, que utiliza las nuevas tecnologías, pero que tampoco olvida las actividades manipulativas clásicas. Aun así, descuida, no es imprescindible para seguir los contenidos de este método, y esos mismos datos puedes encontrarlos accediendo directamente a la web desde cualquier ordenador.


  Todos los capítulos del libro terminarán con una propuesta de actividades. Por razones obvias esa propuesta no puede constituir una lista exhaustiva, sino solamente un compendio que pueda servir de ejemplo para que tú mismo puedas desarrollar otras actividades similares con tu hijo.


  Este libro presenta un método para que los padres ayuden a sus hijos con las matemáticas, tal como hacemos los autores con nuestros propios hijos. Si a ti, padre o madre, se te daba bien la asignatura de matemáticas, este libro te ayudará a recordar lo que estudiaste en su momento y te proporcionará actividades y juegos que podrás practicar junto a tu hijo, para ayudarle con esta materia. Si, por el contrario, no tenías mucha afición por las matemáticas, aquí tienes tu segunda oportunidad: partiendo de tu experiencia de la vida diaria, podrás comprender muchas de las cosas que estudiabas en el colegio y, lo que es más importante, evitarás que tu hijo tenga problemas con esta asignatura.


  Las matemáticas y la forma en que se han enseñado han hecho que muchas personas se apartaran de ellas cuando, en realidad, están al alcance de cualquiera. Para estudiar matemáticas solo hacen falta una hoja de papel y un bolígrafo —con eso y el correspondiente nivel de conocimientos podríamos dedicarnos incluso a la matemática más avanzada—. Más allá de esto, lo mejor que puedes proporcionarle a tu hijo para que sea un genio de las mates es un ambiente de trabajo adecuado, un hábito de estudio, tu atención, motivación y dedicación para ayudarle con los contenidos del colegio y para organizar actividades complementarias con las que aprenda divirtiéndose, casi sin darse cuenta. Esas dos últimas cosas las encontrarás en las páginas que siguen.


  Tu papel será fundamental. Tu esfuerzo tendrá una recompensa.
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          El entorno de la enseñanza de las matemáticas

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Si la gente no piensa que las matemáticas son simples, es solo porque no se dan cuenta de lo complicada que es la vida.
        

      

    

  


  JOHN VON NEUMANN2


  El miedo escénico ante las matemáticas


  Las matemáticas levantan pasiones: en algunos casos, de amor y en otros, de odio. Por lo general, los casos de animadversión hacia las matemáticas se deben a una falta de comprensión de las mismas y nosotros, como docentes, hemos encontrado a menudo este problema en nuestros alumnos. Hay personas para las que las matemáticas se presentan como algo inalcanzable. A veces esta idea se fragua en el entorno familiar: todos hemos oído «no, es que soy de letras» o «a mí también me suspendían las matemáticas». En ocasiones también los matemáticos hemos contribuido a crear esa fama, escondiéndonos detrás de símbolos y nomenclaturas complicadas, aunque por fortuna y pese a que estos casos son los más llamativos, la mayoría de los profesionales de las matemáticas pretendemos simplificarlas y, si se puede, acercarlas a todo el mundo.


  En pleno siglo XXI, las matemáticas juegan un papel importantísimo. Están ahí aunque no las veamos. Nuestros hijos han nacido con un ordenador y un teléfono móvil cerca, y ambos dispositivos funcionan gracias a ideas matemáticas. La compresión de música en mp3 y otros formatos más evolucionados tiene que ver con matemáticas (nada menos que del siglo XIX; si Fourier hubiera sabido que su idea iba a estar en los dispositivos de todos los adolescentes…). Hasta la lavadora que tenemos en casa, en sus «programas inteligentes», utiliza lógica borrosa para determinar el programa de lavado en función del peso. Y eso por no hablar de los sistemas de navegación por satélite, basados en triangulaciones.


  Como en todo proceso educativo, la mejor forma de afrontar lo nuevo es asumiéndolo de manera natural, poco a poco. Y ese es el modo con el que enfocamos este libro: nos aproximaremos a las matemáticas despacio, introduciendo los conceptos fundamentales y entendiendo el mundo en términos matemáticos. Sin prisas ni agobios, ni memorización alguna.


  Aprendizaje por edades


  En la escuela, los niños se agrupan por edades quizá porque este es el criterio de aplicación más sencillo. Lo que ocurre es que el sistema está planteado para que todos los alumnos aprendan al mismo ritmo y lleguen al mismo nivel, y esto puede llevar a que los más capacitados se aburran y aquellos a los que les cuesta más se descuelguen (tal vez haría falta una ampliación de contenidos o de refuerzo, respectivamente). Por este motivo y siguiendo a Pierre Faure, algunos expertos apuestan por una enseñanza personalizada en la que el trabajo de cada estudiante —y, por tanto, su ritmo de aprendizaje— dependa de su capacidad, interés y demás circunstancias sociales.


  Los que ya de mayores hemos ido a clases de idiomas conocemos la efectividad de los grupos pequeños y personalizados; pensamos que esto supondría una mejora en el proceso educativo. Por desgracia, el número de alumnos en el aula, aún mayor estos días de recortes en Educación, lo hace inviable. Y no es la única pega: aunque funcione en la educación de adultos, no es bueno separar en aulas diferentes a los «más adelantados» y a los «menos adelantados». En 1968 la maestra Jane Elliot hizo un experimento (peligroso) en su clase: separó a los niños con ojos azules de los de ojos marrones, y les dijo que los primeros eran mucho más inteligentes que los segundos. Como resultado, niños que siempre habían sido amigos comenzaron a pelearse. Esto ya deja ver que la separación «por capacidad» no es buena, pero no termina ahí la cuestión; al día siguiente invirtió los papeles: cuando dijo que se había equivocado y que los más inteligentes eran los de ojos marrones, estos se sintieron mucho más motivados. ¿Consecuencia? Acababan las tareas antes y eran capaces de asumir más trabajo. A la vista de este experimento (repetido por la misma Jane Elliot más adelante con adultos, presos en una cárcel de seguridad, y con resultados similares), no parece demasiado conveniente dividir a los alumnos en ese tipo de grupos.


  Justo por ese motivo los padres han de jugar un papel importante en la educación de sus hijos, ya que su intervención permitirá rellenar el vacío que inevitablemente deja la escuela, fortaleciendo las debilidades o planteando actividades adicionales para profundizar más en los conceptos estudiados y ampliar lo que traten en el colegio. ¿Y cuándo empieza ese papel de los padres en el aprendizaje de los hijos?


  El papel de los padres en la educación de los hijos


  Hay quien dice que los padres pueden favorecer el aprendizaje de sus hijos incluso durante la gestación en el vientre materno, aunque nosotros no iremos tan lejos. Pongamos que el niño ya ha nacido: en sus primeros meses, incluso años, la educación debe tener un carácter afectivo y resulta fundamental la estimulación del bebé. Poco a poco nuestro hijo irá mostrando destrezas como gatear, pronunciar sus primeras palabras o reconocer formas y colores, y así irá también potenciando la memoria y el razonamiento. Es una etapa vital en su aprendizaje, con el ambiente y las actividades como sus fuentes de interacción con el mundo. En definitiva, el niño es una esponja: absorbe todo aquello que se le ponga por delante y hay que aprovecharlo.


  ¿Cómo entran aquí las matemáticas? Podemos asegurar que las matemáticas constituyen una capacidad innata del ser humano que es observable ya en edades tempranas. Así, por ejemplo, la profesora Elizabeth Spelke, de la Universidad de Harvard, ha demostrado que en los primeros meses de vida los niños son capaces de diferenciar cadenas de sonidos por el número de elementos que incluyen. Ojo, hemos escrito número como elemento diferenciador de esas cadenas de sonidos, y es que las matemáticas comienzan a jugar su papel en el cerebro del niño.


  Pasa el tiempo, el niño crece y llega el día en que empieza a ir al colegio…, y en algunos casos se cae en el error de pensar que a partir de entonces este será el único lugar donde va a seguir aprendiendo. Al igual que ha ocurrido hasta ahora, va a aprender en todo momento: los juegos, la televisión, los amigos y los familiares constituirán una fuente inmensa de estímulos que el cerebro, incluso de modo inconsciente, irá procesando.


  Por eso y porque nuestros hijos nos necesitan, resulta conveniente que nos involucremos a fondo en su educación. Es complicado: sabemos que como padres no basta con destinar todo el dinero que hace falta para ir a un buen colegio o a academias de refuerzo; necesitan que les ayudemos con los deberes, que repasemos las lecciones con ellos, que noten que estamos ahí y los apoyamos. Obviamente, los horarios laborales se cruzan para complicarnos bastante las cosas, pero es vital que hagamos un esfuerzo.


  Por citar un ejemplo, todos conocemos los éxitos del sistema educativo finlandés. Finlandia era un país muy pobre que incluso padeció una hambruna a principios del siglo XX, pero ha sabido apostar por la educación y la innovación, atrayendo empresas tecnológicas. Además de la inversión pública, una de las claves del éxito educativo estriba en las condiciones climatológicas adversas, que obligan a los niños a pasar más horas en casa: los padres aprovechan esta circunstancia para colaborar con ellos en las tareas escolares. Una situación bien distinta a la que vemos hoy en numerosas ocasiones en nuestra sociedad: aquí se ha invertido el esquema y son los maestros los que tienen que realizar el papel de padres. Eso nunca va a ayudar a nuestro hijo. El niño te necesita a ti, y necesita motivación. ¿Y eso cómo lo conseguimos los padres?


  Motivación y autoconfianza


  El ser humano tiene una gran capacidad para automotivarse y además, el entusiasmo puede resultar altamente contagioso. De ahí que el que mostremos a nuestros hijos —por ejemplo, valorando todos sus logros— incremente su interés por aprender.


  Si tu hijo ve que te interesa lo que hace, si le ayudas en su proceso de aprendizaje, encontrará más sentido a su trabajo y aumentará su motivación. Imagina, por ejemplo, que tiene que resolver unos problemas y no se pone con ello. Una opción sería, sin levantarnos del sofá, obligarle a que lo haga (aunque dudamos mucho del efecto positivo a largo plazo que tendrá esta forma de «motivarlo»); sin embargo, si abrimos el libro, y con buen tono le preguntamos y razonamos sobre ello, es mucho más probable que se siente a nuestro lado y también él empiece a razonar para tomar enseguida el rol protagonista.


  Aprendemos por imitación. La campaña de lectura que se hizo hace algunos años con el lema «si tú lees, ellos leen» nos da un ejemplo estupendo de esta idea: para pedirles que hagan algo, deben vernos hacerlo. En definitiva, allá va una regla de oro:


  Si quieres que haga algo, que te vea hacerlo.


  También resulta fundamental que demos un sentido positivo y de reto a cada uno de los contenidos que aprende nuestro hijo: ¡ya sabemos algo más! Una buena pregunta que podemos hacer al ver a nuestros hijos tras la jornada escolar es «¿qué has aprendido hoy?».


  Igual de relevante es la confianza en uno mismo, esto es, tener el convencimiento de que podemos lograr el éxito en cualquier reto educativo que se presente: siempre es importante realzar los logros más que las debilidades, puesto que en caso contrario podríamos crear un clima de desasosiego que derivará en una pérdida de confianza.


  Una de las claves para que nuestro hijo aumente la confianza en sí mismo es acostumbrarle a que trabaje bien los contenidos que estudia, con el objetivo de dominarlos al máximo. Es posible que al principio cueste bastante —también a nosotros nos supondrá un esfuerzo—, pero al final se acostumbrará y con el tiempo incrementará la capacidad para aprender. Podemos comparar su conocimiento con el agua que hay en un vaso en el que poco a poco van cayendo gotas: en algún momento el vaso rebosará. Lo mismo ocurre con sus conocimientos matemáticos: si va avanzando poco a poco, pero constante, llegará a dominar la materia.


  Por último, debemos tener en cuenta que tan importante es el trabajo como el descanso, por lo que cada tiempo del primero requiere una dosis del segundo. Además, no olvidemos nunca que el diálogo en casa es imprescindible, y que no hay que pasarse con el nivel de exigencia: hay que saber hasta qué punto podemos llegar.


  ¿Qué importancia tienen las notas?


  En la escuela, la evaluación del rendimiento y la consecución de los objetivos de aprendizaje viene asociada a las calificaciones. No vamos a entrar aquí en el debate sobre la edad a la que debería introducirse esta evaluación; aunque pensamos que no es adecuada en edades tempranas, sí que es necesario tener muy en cuenta cuáles son los logros y cuáles las debilidades que debemos mejorar en el aprendizaje del niño, y para eso las calificaciones pueden tomarse como referencia. En casa, los familiares —no solo los padres— suelen preguntar al niño «¿qué tal han ido las notas?». Además de su valor académico, estas tienen cierto valor social y se asocian a premios y castigos. Incluso entre los propios compañeros generan una pequeña competición.


  Es natural que nos preguntemos cómo debemos actuar ante los resultados de una evaluación. La respuesta no es sencilla. En primer lugar, debemos tener en cuenta la edad del niño: en los primeros niveles educativos, la incidencia de una baja calificación puede ser menor que en los superiores, puesto que hay mucho tiempo por delante para mejorar. En esas etapas iniciales debemos entender las notas como un indicador. Lo que sí es importante es observar la actitud del niño y conocer el motivo de una calificación baja.


  Si de manera sistemática nuestro hijo suspende la materia o aprueba «raspado», hemos de poner especial empeño en ayudarle. Incluso en los primeros niveles educativos, que son los que sientan las bases para la comprensión futura: puede que después sea demasiado tarde. Para ello es importante contar con la opinión del profesor. Como dijimos antes, nuestra postura consiste en dar más importancia a los logros conseguidos que a los fracasos. Así, ante una evaluación negativa actuaremos animándole y estimulándole, pero también intentando ayudarle a progresar.


  ¿Para qué sirven las matemáticas?: competencias


  El objetivo del proceso educativo no debe restringirse solamente a la adquisición de conocimientos, sino que debemos lograr que estos conocimientos sepan aplicarse a una realidad concreta y a la adquisición de habilidades que permitan su adaptación a otros contextos. Así, nos referiremos a competencias como al conjunto de los resultados de todo el proceso educativo.


  Entre ellas, son importantes las llamadas competencias transversales, que sin verse en los contenidos de ninguna asignatura sí que se van desarrollando poco a poco en todas ellas. Un par de ejemplos son la capacidad para el trabajo en equipo o para expresarse en público. A veces esas competencias resultan más relevantes para el futuro ciudadano que las propias materias académicas tradicionales.


  Una de las competencias más valoradas es la capacidad de «aprender a aprender», esto es, generar conocimiento por sí solo a partir de lo que previamente hemos aprendido y utilizarlo para aplicarlo a las situaciones que se nos presenten. Nuestro objetivo es desarrollar esta competencia en tu hijo ya desde los primeros años de vida, así que habrá que realizar actividades que la potencien, enmarcadas en cada una de las asignaturas.


  Particularizando a las matemáticas, una buena estrategia para el aprendizaje desarrollará esta competencia. Así, por ejemplo, resolver un problema no es más que aplicar un tema estudiado a una situación diferente. En el aprendizaje de las matemáticas, el desarrollo de esta competencia será consecuencia de no dar todo el contenido completamente desarrollado, sino solo las pautas que permitan al alumno aprender por sí mismo utilizando además sus conocimientos previos y el razonamiento lógico.


  También es fundamental en la vida futura de tu hijo la competencia en resolución de problemas —por su importancia, dedicaremos a este tema el último capítulo completo del libro—. Esta competencia, que se empieza a trabajar desde los primeros años de escolarización, se sigue desarrollando hasta el final de los estudios universitarios y está muy ligada al concepto de inteligencia.


  Matemáticas e inteligencia múltiple


  El concepto de inteligencia se encuentra íntimamente ligado a la resolución de problemas. En sentido clásico, además de la capacidad para resolver problemas, la inteligencia también incluye la elección de las herramientas adecuadas y de la mejor forma de resolverlos. El primer paso a la hora de resolver un problema es entenderlo perfectamente. A partir de aquí, muchos problemas necesitan de algunos conocimientos adquiridos, y la inteligencia debe saber asociar estos con el problema en cuestión.


  Para medir la inteligencia, al inicio del siglo pasado se creó un valor numérico asociado a cada persona: se trata del cociente intelectual, que mediante una serie de cuestionarios trataba de estimar de alguna manera lo inteligente que es cada cual. Uno de los objetivos de este valor era el poder realizar comparaciones entre diferentes individuos o detectar aquellas personas que, por obtener un cociente bajo, necesitaban una atención especial. Hoy en día, estos métodos no se consideran tan determinantes como en su origen.


  En la actualidad existen nuevas teorías sobre la inteligencia. Una de las más famosas es la impulsada por Howard Gardner, profesor de la Universidad de Harvard en Estados Unidos, en la que ya no se refiere a una única inteligencia, sino al hecho de que existen muchas más, localizadas en diferentes partes del cerebro: es la teoría de las inteligencias múltiples. Así, ya no hablaríamos de que una persona es inteligente, sino de que es inteligente para algo, pudiendo no serlo en otras facetas. El profesor Gardner ha identificado ocho inteligencias diferentes: lógica-matemática, lingüística, espacial, musical, corporal-cinestésica, intrapersonal, interpersonal y naturalista.


  Seguro que a muchos nos viene el ejemplo de algún jugador de fútbol que nunca podría obtener un Premio Nobel (ni falta que le hace), pero que tiene la habilidad para ver la trayectoria del balón, situarse en el lugar adecuado y desarrollar una estrategia encaminada a marcar un gol al contrario. Probablemente ese jugador obtendría un mal cociente intelectual, de acuerdo con el test clásico, pero está claro que es inteligente. Ahí lo que falla es el método que se tiene para medir la inteligencia.


  La teoría de las inteligencias múltiples defiende, además, que aunque cada persona puede tener una predisposición a destacar más en algún ámbito, existen formas de desarrollar inteligencias que en un principio no eran destacables. Gardner y otros investigadores creen que el grado de importancia de cada una de estas ocho inteligencias es el mismo, a pesar de que tradicionalmente se haya dado prioridad a las dos primeras. Así, critican el hecho de que asignaturas como las matemáticas y la lengua siempre tienen mucho más peso que otras relacionadas con el resto de inteligencias.


  Nosotros estamos en parte de acuerdo con la teoría de Gardner sobre la existencia de diferentes inteligencias, pero además pensamos que existen relaciones entre ellas: esto es, el desarrollo de una de estas inteligencias puede llevar indirectamente a la potenciación de otras. Dentro de estas relaciones, la inteligencia lógica-matemática debe ocupar un papel principal, ya que su desarrollo posibilita la mejora de muchas aptitudes que van a contribuir a la mejora en otras inteligencias.


  Centrándonos en la influencia que podrían ejercer las matemáticas en los diferentes tipos de inteligencias, es clara en el caso del desarrollo de la inteligencia lingüística, ya que el razonamiento lógico y el rigor matemático ayudan a expresarse de una forma clara, ordenada y eficaz, en definitiva, a redactar mejor. De manera recíproca, para el aprendizaje y la resolución de problemas matemáticos resultará fundamental una buena comprensión lectora. La inteligencia espacial está íntimamente relacionada con la comprensión de la geometría, así como la inteligencia naturalista tiene que ver con la comprensión de las leyes del mundo exterior que han llevado a desarrollar los modelos matemáticos.


  Por otra parte, el aprendizaje de la geometría va ligado al desarrollo de la inteligencia visual. Además, casi todos hemos oído muchas veces que existe una gran relación entre la música y las matemáticas: las notas musicales, una partitura, no son más que notaciones que pueden tener interpretaciones numéricas, como también los acordes y sus cifrados. ¿Y las inteligencias intra e interpersonales? Quizá parezca que no se llevan bien con las matemáticas, debido a los estereotipos de matemáticos que hemos visto: en efecto, algunos genios (no solo en matemáticas, sino también en otras áreas) tienen problemas de comunicación y precisamente esos problemas los han llevado a aislarse y ser mejores en su trabajo; otros, sin embargo, son personas abiertas a todas las ramas del saber, que disfrutan tanto del arte como de la ciencia y, lo más importante, que hacen disfrutar a otros con sus conocimientos.


  En resumen: estamos seguros de que una formación matemática sólida constituirá un motor de desarrollo de la persona. Sí, pero ¿le abrirá posibilidades laborales?


  Las matemáticas en el mercado laboral


  Si hace diez años nos hubiéramos preguntado cuáles serían los trabajos más demandados en 2012, nos habríamos equivocado estrepitosamente. Lo cierto es que predecir cuáles serán los empleos más solicitados dentro de una década es tanto como adivinar el futuro.


  Nuestra educación actual sigue sumida en un modelo con más de un siglo de vida, que se basa más en la adquisición de conocimientos que en el desarrollo de destrezas y habilidades. Citando a sir Ken Robinson, profesor emérito de la Universidad de Warwick y experto mundial en educación, nuestro sistema educativo actual tiene como objetivo principal formar profesores universitarios, cuando el objetivo fundamental de la educación debería ser dar al niño una formación que en un futuro le permita acceder al mercado laboral en las mejores condiciones. Sin embargo, este proceso es a largo plazo. ¿Qué formación deberíamos darle?


  Evidentemente, una persona debe aprender aquellos contenidos básicos o fundamentales: debe saber cuál es la capital de Francia, qué es el sujeto y qué el predicado de una oración, qué dio paso a la Edad Moderna o cómo funciona nuestro aparato digestivo. Estos conocimientos podríamos encontrarlos en cualquier libro o en Internet, pero, sin haber visto nunca estas preguntas, a lo mejor no se nos ocurría ni buscarlo. Aprender esos contenidos nos da pie a plantearnos preguntas sobre otros similares. Y esos sí que podemos consultarlos en referencias. Sin embargo y como hemos hablado, también hay que dar muchísima importancia al logro de competencias.


  Desde hace muchos años, algunas empresas buscan matemáticos para incorporarlos a sus filas, y no lo hacen por los contenidos que han estudiado, sino por una serie de aptitudes que han desarrollado casi de forma inconsciente: la forma de enfrentarse y afrontar un problema, la capacidad de abstracción y adaptación, la forma de razonar, etcétera.


  Así, por ejemplo, cualquiera que haya programado en algún lenguaje informático se habrá dado cuenta de la importancia de la lógica, que es la base del razonamiento matemático, y aquí nadie negará la relevancia que tienen hoy día los lenguajes de programación. Así, eso que nos parece tan de matemáticos, tan alejado de la forma usual en la que nos comunicamos los humanos, es la forma natural de razonar.


  También es frecuente solicitar matemáticos para trabajar en empresas de consultoría y el propio presidente de los Estados Unidos tiene un equipo de «Math Men»: jóvenes matemáticos, programadores, expertos en redes sociales, que (a decir de la prensa internacional) es «un ejemplo de utilización matemática de un universo de datos de posibles votantes y de cómo se aplica esa información a la estrategia electoral».


  En definitiva, una buena base matemática va a garantizar el desarrollo de aptitudes y competencias generales que, sumadas a una posible formación adicional, hará que tu hijo pueda acceder al mercado laboral con éxito. ¡O quién sabe si terminará como matemático en la Casa Blanca! Tu hijo habrá de elegir su camino… Y, lo creas o no, también para esto la matemática le puede ser de ayuda.


  La toma de decisiones y el temor a equivocarse


  ¿Qué papel podría jugar la formación matemática en la toma de decisiones? Tanto a nivel personal como a nivel empresarial o gubernamental, cuando se plantea un problema es vital tomar la decisión más adecuada. Las experiencias pasadas pueden constituir la principal fuente de consulta a la hora de decidir qué camino hemos de tomar (como dice el refrán, «más sabe el diablo por viejo que por diablo»), pero, desde luego, a la hora de analizar acontecimientos, resulta fundamental extraer las propiedades que caracterizan a cada experiencia para así poder clasificarlas.


  Dentro del carácter formativo de la matemática encontramos la potenciación de las capacidades de abstracción y generalización; esto es, observar que ciertas situaciones, que en principio resultan diferentes, tienen características comunes, y extraer conclusiones para todas ellas. Además, la formación matemática desarrolla la intuición y el razonamiento lógico, lo que permite prever de forma razonada qué va a ocurrir al elegir cada una de las opciones. Hoy, todas estas cualidades son enormemente apreciadas no solo en el mundo académico, sino también en el campo empresarial. Así, una sólida formación matemática del niño constituirá en el futuro un pilar fundamental para el logro del éxito profesional.


  Por otro lado, en la formación matemática se aprende también a perderle miedo a equivocarse, a aceptar el riesgo de que la decisión que tomemos de inicio no sea la más adecuada para resolver un problema. ¿Cómo?


  Hay personas a las que les cuesta mucho decidirse por miedo a equivocarse, y aunque lo más adecuado es elegir en las mejores condiciones, si esperamos mucho nos puede ocurrir como al asno de Buridán, que teniendo que elegir su comida de entre dos montones de heno, no se decidía y murió de hambre. En cualquier ámbito del saber e incluso en casi cualquier acción de nuestra vida cotidiana nos equivocamos y metemos la pata. No siempre se acierta a la primera, pero de los errores también se aprende. Por tanto, la selección de la vía más adecuada es parte de la resolución del problema. Así, por ejemplo, un método de resolución de problemas conocido como «ensayo y error» se basa en realizar diferentes intentos hasta dar con la solución partiendo de la experiencia generada. Uno de los grandes matemáticos del siglo XX, Paul R. Halmos, lo expresa de este modo en su libro I Want to Be a Mathematician (Quiero ser un matemático): «Las matemáticas no son una ciencia deductiva; esa es una creencia falsa. Cuando se intenta demostrar un teorema, no se pueden listar las hipótesis y enseguida comenzar a razonar; lo que en realidad se hace es intentar y fallar, experimentar y adivinar».


  Por tanto, ya desde muy pequeños debemos acostumbrar a los niños a que venzan el temor a equivocarse y en caso de que lo hagan, no decaigan y den todo por perdido. Hemos de recordarles que han de probar con otra alternativa. Por supuesto, existen actividades que ayudan a perder el miedo a errar: entre juegos cercanos a las matemáticas, los sudokus cumplen este objetivo, aunque en general casi cualquier juego lo cumplirá. (Una nota: en los juegos no se debe «dejar ganar» al niño. Es muy importante que tu hijo aprenda que a veces se gana y a veces se pierde. En matemáticas esto le será útil para saber que a veces se acierta y a veces se falla, pero sobre todo, le resultará valioso en su desarrollo como persona: no siempre se puede ganar.)


  Miguel de Guzmán se refiere a esto mismo en Aventuras matemáticas: «… como tenemos miedo a equivocarnos, hacemos las cuatro cosas de las que estamos seguros. Así, con suerte, hacemos cuatro cosas bien. En cambio, el que sabe que se equivocará en el 40 % de las veces y a pesar de ello va adelante y hace veinte cosas, hará doce cosas bien».


  Ahora sí, abordemos la cuestión: ¿de qué modo hay que acercarse a las matemáticas?


  ¿Cómo aprender matemáticas?


  La gran mayoría de las personas tiene la capacidad suficiente para dominar sin problemas los contenidos matemáticos hasta llegar a la universidad, pero a pesar de ello un número elevado de los estudiantes se encuentra con una suerte de muro antes de llegar a este nivel educativo. La causa fundamental es que no han aprendido bien las matemáticas ya desde muy pequeños. Utilizando un símil «del ladrillo», podemos decir que son necesarios unos sólidos cimientos para que no se derrumbe el edificio.


  Nuestra experiencia en la universidad nos ha permitido encontrar a alumnos que se comportan como autómatas; alumnos que quizá nunca hayan pensado un problema; alumnos que toda la vida han aprendido unos métodos, recetas y fórmulas para ir resolviendo ejercicios y pasando los cursos, pero sin entender nada. Tal vez ellos no tengan la culpa: es posible que nunca se les haya exigido pensar.


  Hay profesores que dan un enfoque demasiado memorístico a las asignaturas de matemáticas, esto es, abusan del uso de fórmulas y recetas, y no potencian que el alumno razone. Nosotros estamos en total desacuerdo con enseñar las matemáticas de ese modo: fórmulas, las justas. Evidentemente, hay algunas fórmulas básicas que hace falta conocer, pero lo deseable es que el alumno tenga la capacidad suficiente para generar o deducir la mayor parte de ellas. Comparándolo ahora con el mundo de la informática, hay que potenciar la memoria RAM y no saturar el disco duro, porque sabemos que, en esos casos, el ordenador va lento e incluso se colapsa.


  ¿Cómo deberíamos entonces afrontar el aprendizaje de las matemáticas? Será fundamental seguir las siguientes pautas:


  
    
  


  
    	Un error común con las matemáticas es estudiarlas del mismo modo que otras disciplinas donde la interrelación entre los temas es menor. Las matemáticas no constan de una serie de bloques inconexos, sino que todos están relacionados entre sí. Así, algunos temas requerirán un manejo profundo de otros anteriores. (Por ejemplo, antes de comenzar con la multiplicación se debe saber sumar.)


    	Hay que entender absolutamente todo. Si empezamos a memorizar sin comprender lo que hacemos, aunque solo sea de vez en cuando, toda la base que estamos creando será inestable, y en consecuencia, antes o después empezaremos a no entender nada.


    	Cuando se aplica una fórmula, que no es más que un proceso simplificado de un procedimiento, debemos saber qué significa y por qué se está empleando. Así, cuando tu hijo sea más mayor, incluso será capaz de deducir las suyas propias.

  


  A la hora de enseñar matemáticas a un niño trataremos de seguir cuatro pautas básicas:


  
    
  


  
    	Manipulación: crearemos una situación que resulte interesante para el niño y que permita trabajar con el concepto matemático como si fuera parte de un juego.


    	Trabajo con dicho concepto: interpretando diferentes situaciones referidas a él, para que el niño observe que ambas realidades son similares.


    	Formalización del concepto: usando notación matemática y razonando a partir de una situación.


    	Uso de un método (en caso de que exista) que nos conduzca a una solución.

  


  La creatividad y las matemáticas


  Uno de los argumentos principales de sir Ken Robinson es que la escuela mata la creatividad, esto es, que se menosprecian las cualidades especiales que un niño pudiera tener para una cierta disciplina, por el mero hecho de que esta no sea una de las consideradas como importantes dentro del sistema educativo, como suele ocurrir con las disciplinas artísticas. Así, la escuela se encargará de que poco a poco nuestro hijo vaya perdiendo estas cualidades innatas.


  Con las matemáticas, que aunque parezca mentira tienen mucho de arte, ocurre algo similar: hay niños con especial talento matemático que en la escuela pasan desapercibidos. Incluso a veces estos jóvenes parecen malos estudiantes porque sus originales métodos no siguen el esquema habitual de razonamiento de otros niños. Una anécdota relacionada con este hecho es la que se cuenta del matemático Carl Friedrich Gauss: en el colegio, el maestro mandó a todos los niños sumar los números del 1 al 100 para mantenerlos entretenidos, pero a Gauss, que ya apuntaba maneras, se le ocurrió hacer la suma de un modo diferente; en vez de sumar «por orden», empezó a sumar pares tomando un número del principio y uno del final. De este modo consiguió 50 parejas que sumaban 101 y redujo la suma inicial a una multiplicación:
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  1 + 2 + 3 + … + 98 + 99 + 100 = (1 + 100) + (2 + 99)

  + … + (50 + 51) = 50 x 101 = 5050


  Con lo que el maestro tuvo que buscar otra actividad para el pequeño Carl Friedrich: había terminado mucho antes que sus compañeros.


  El problema que propuso el profesor de Gauss a su clase sigue de actualidad. En los días en los que estamos escribiendo este libro ha saltado a los medios de comunicación la noticia de una estudiante de 12 años que ha hallado un extraño método para sumar los primeros 100 números naturales. En realidad, la fórmula con la que ha hecho la suma es la misma fórmula que empleó Gauss, aunque deducida de una manera distinta. Marta, que es como se llama la autora, hizo las cuentas correspondientes a sumar los dos primeros números, los tres primeros…, así hasta sumar los 16 primeros. Y observando los resultados fue capaz de encontrar una pauta, una regularidad. Después expresó esa pauta de forma matemática (i. e., escribió una fórmula) y la aplicó para resolver lo que le había propuesto su profesor. ¡Tu hijo puede ser capaz de hacer algo similar! Incluso aunque ahora tenga problemas de matemáticas en el colegio… Ya sabemos que el gran físico Albert Einstein los tuvo, y es muy probable que fuera precisamente por un motivo parecido al de Gauss: Albert se aburriría en clase.


  Para empezar, debemos plantearnos el modo en que las personas deben aprender matemáticas, y nos referimos a personas de cualquier edad. Las matemáticas poseen la maravillosa característica de que a partir de una serie de elementos iniciales o axiomas, con el uso del razonamiento podemos abstraer principios generales e ir generando las correspondientes teorías. Este hecho se puede aprovechar en el aprendizaje de las matemáticas, fomentando la creatividad: esto es, volviendo al símil arquitectónico, vamos a presentar esas ideas básicas y plantearemos las matemáticas como un edificio del cual solo tenemos los cimientos y que debemos construir por completo.


  Así, no vamos a empezar por el ejemplo, sino por el problema o por la situación. Por supuesto, en muchas ocasiones los niños van a darnos respuestas que no se corresponden con lo habitual. Algunas de ellas corresponderán a genialidades, aunque a priori parezcan alejarse del camino que nosotros tenemos preestablecido. Ahí es donde se tiene que notar nuestro interés y disposición para seguir ese camino alternativo: pidamos a nuestro hijo que nos explique el porqué de su respuesta, y dialoguemos un buen rato sobre todo ello, puesto que con este diálogo el niño está aprendiendo. Si finalmente no logramos ver que el camino es correcto, sigamos dando ligeras orientaciones para que el niño continúe aportando. Que una persona descubra la respuesta por sí misma lleva a que haga suya la materia, llegando a unos inmensos niveles de comprensión.


  Matemáticas, cerebro y calculadoras


  Los niños distinguen entre cantidades diferentes desde muy pequeños, antes de ir a la escuela, y esto ha llevado a expertos a pensar que el sentido numérico se arraiga en nuestro cerebro como algo instintivo. Después, la educación acabará de desarrollar ese instinto.


  El hemisferio izquierdo del cerebro es el que procesa la información: es capaz de planificar procedimientos, de contar, medir el tiempo o verbalizar. Se dice que «piensa en palabras» y que se guía por lógica binaria, mediante términos opuestos: más-menos, cerca-lejos, antes-después, algo-nada… Por eso se piensa que es ahí donde reside la capacidad para las matemáticas y el lenguaje. Sin embargo, el otro lado del cerebro también tiene mucho que ver con las matemáticas: el hemisferio derecho es el que procesa en paralelo, buscando pautas e imágenes, dado que las capacidades espaciales y perspectivas se procesan en este hemisferio.


  Las matemáticas no se ocupan solo de los números, sino de las relaciones y la geometría. El poder resolver un problema implica que tomemos ideas y conocimientos de diferentes ámbitos, esto es, necesitaremos utilizar el hemisferio derecho del cerebro para poder completar esa tarea, y combinarla con los cálculos procesados en el hemisferio izquierdo. Por esto las matemáticas van a servir para estimular, de forma coordinada, ambos hemisferios. Sabemos lo importantes que son los ejercicios de coordinación para los deportistas, pero no lo son menos en disciplinas intelectuales. Poder desarrollar y utilizar simultáneamente nuestra capacidad de cálculo y nuestra capacidad de análisis va a permitir que avancemos tanto en las matemáticas como en otras disciplinas, puesto que lo que estamos haciendo es «entrenar» a nuestro cerebro.


  Esta modalidad de entrenamiento mental es compatible con la diversión y el entretenimiento. Incluso existen videojuegos de éxito cuyo lema era que se fomentaba el ejercicio de la mente. Muchas de las actividades incluidas en esos videojuegos tenían que ver con matemáticas, si bien casi siempre se limitaban a ejercitar la capacidad de cálculo. Otros juegos han ido un paso más allá y también intentan desarrollar la capacidad de razonamiento espacial.


  Los juegos y problemas matemáticos desempeñan asimismo un papel importante en el tratamiento de enfermedades cerebrales. Los autores, que aunque no sabemos de medicina sí que sabemos de matemáticas, tenemos experiencia en esto: uno de nosotros ayudó a un equipo de neurólogos a diseñar actividades para enfermos de esclerosis múltiple. Parece que con estas actividades se puede retrasar el avance de la enfermedad.


  El cálculo en las edades tempranas resulta muy útil para el desarrollo de la mente y para que esta se mantenga en forma: del mismo modo que para fortalecer nuestro cuerpo es necesaria la educación física, el cálculo es necesario para estimular determinadas zonas del cerebro. En resumen: hay que hacer un uso razonable de las calculadoras, y por supuesto, saber manejarlas. ¿Quiere eso decir que deberíamos desterrar las calculadoras de nuestra vida? No tanto, no tanto: las calculadoras están ahí, y son de gran utilidad porque en muchos casos resultan necesarias para ahorrar tiempo de cálculo. Sin embargo, su existencia no debe llevarnos a olvidar cómo realizar, mentalmente o por escrito, las operaciones elementales.


  Centrándonos en el cálculo sin calculadora, es habitual encontrarnos con errores cuando corregimos algún problema. Si estos son esporádicos, no solemos dar la menor importancia, a no ser que el resultado final obtenido claramente no se ajuste a lo que nos están preguntando. Sin embargo, en el caso de que nuestro hijo se equivoque en las operaciones de forma reiterada, hay que exigirle que preste atención. Un error lo tiene cualquiera, pero cuando el fallo es sistemático hay que analizar cuáles podrían ser las causas e intentar corregirlas.


  Las nuevas tecnologías e Internet


  Las calculadoras han estado ahí toda nuestra vida, pero nuestros hijos van a contar además con una serie de herramientas de las que nosotros, de niños, no disponíamos. No cabe ninguna duda de que si las usamos bien pueden resultar una ayuda importantísima en el proceso de aprendizaje. Además del carácter visual y manipulativo que tiene esta modalidad en comparación con el aprendizaje tradicional con pizarra, libro y cuaderno, los nuevos dispositivos electrónicos e Internet pueden suponer un entorno muy atractivo para el niño.


  En la actualidad ya existen muchas aplicaciones para móviles y tabletas enfocadas a fortalecer la memoria y las capacidades de razonamiento lógico, junto con otras muchas aptitudes. Estas capacidades resultarán útiles tanto para el aprendizaje de las matemáticas como para el de otras materias.


  Por otra parte, hay niños que por alguna razón necesitan un plus de motivación. Son niños a los que cualquier cosa los despista, y a los que les cuesta centrarse y repiten frases como «me aburro, esto es un rollo…». En estos casos, las nuevas tecnologías, por su imagen lúdica donde parece todo un juego, pueden resultar una estimulación extra que les permita engancharse.


  También las nuevas herramientas de comunicación pueden resultar un aliciente para captar la atención de un niño. Así, al plantearle un problema o una actividad de un modo tradicional (por ejemplo, resolver listas de operaciones matemáticas escritas en papel), el niño podría mostrar rechazo y, sin embargo, el simple hecho de lanzar la batería de ejercicios mediante un programa de mensajería de un teléfono móvil podría atraerle (uno de nuestros hijos, de 5 años, se ha motivado de esta manera para aprender a sumar y restar).


  Como suele ocurrir, el término medio —la conjugación adecuada de las herramientas tradicionales y las nuevas tecnologías— debe ser el camino. No hace falta decir que es necesario tener mucha precaución con las herramientas tecnológicas, porque pueden resultar muy adictivas, e incluso perjudiciales. Insistimos en utilizarlas, pero con cuidado.


  El avance de las nuevas tecnologías llega en parte propiciado por Internet y esta conexión entre computadoras ha dado paso asimismo a la distribución e intercambio de archivos. En lo referente a educación, ha tenido mucho auge el uso de Internet para este fin, que se ha convertido en la principal fuente de materiales. En la Red podemos encontrar desde enciclopedias y diccionarios hasta cursos desarrollados por universidades y puestos al alcance de todos de forma libre. También encontraremos las aportaciones de usuarios particulares que han generado su material —apuntes, vídeos, actividades y demás— y lo han dejado a disposición de quien quiera consultarlo.


  Sin embargo, desde el principio ha habido un debate tanto sobre la calidad de los materiales como sobre el uso que se ha podido hacer de ellos. Todo ello puede trasladarse igualmente al material de matemáticas que encontramos en la Red. Así, podemos hallar excelentes aportaciones, tanto apuntes como vídeos, pero también otras cuyo único objetivo es el de ayudar a aprobar. De todas formas, como hacemos énfasis en este libro, hay que aprender bien matemáticas, esto es, no abusar de fórmulas y recetas de modo que puedas hacer los ejercicios pero sin entender bien lo que haces. En principio, este material puede ser atractivo para el alumno, ya que requiere menor esfuerzo que el que supondría trabajar con otro contenido más profundo, pero no apostamos por esta manera de «aprender» matemáticas. Así, los expertos deberían seleccionar aquellos materiales que consideren adecuados y orientar a los padres sobre la conveniencia de un material que hayan encontrado en Internet.


  Las aptitudes: memoria, capacidad de cálculo y atención


  Según el diccionario de la RAE, aptitud es la «capacidad para operar competentemente en una determinada actividad». Un individuo puede tener aptitudes innatas o adquiridas, dependiendo de si estas aparecen de forma natural —quizá gracias a algún estímulo previo— o de si, por el contrario, para su adquisición se ha requerido un proceso de aprendizaje. Así, por ejemplo, una persona puede tener una habilidad musical innata, esto es, una buena entonación, la lectura musical y la facilidad para aprender a tocar un instrumento, o también una mente que aprende matemáticas de forma ágil y profunda. Sin embargo, existen mecanismos para potenciar las aptitudes y siempre será muy importante explorarlos.


  La memoria


  Aunque apostamos más por el razonamiento, la memoria es necesaria. Por lo menos para saber por dónde empezar a abordar un problema, qué técnicas podemos utilizar o qué problemas parecidos hemos hecho. Con esto volvemos a insistir en que no debemos entender las matemáticas como una retahíla de fórmulas que se aprenden de memoria. Esto nunca va a funcionar bien.


  Lo comentaremos más adelante, pero a nuestro juicio no tiene sentido aprender de memoria siquiera las tablas de multiplicar, sino que es mucho mejor entender que una multiplicación es una suma repetida. El edificio de las matemáticas se construye razonando, comparando y probando. A veces acertaremos y a veces no, pero ese ejercicio nos ayudará siempre. Desde luego que va a ayudar, pero una buena memoria no es necesaria para las matemáticas: en cualquier caso, la memoria se puede ejercitar, y aquí van algunos modos de hacerlo:
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  La capacidad de cálculo


  Muchas personas identifican las matemáticas con el cálculo, pero esto no es correcto: el cálculo representa una parte de las matemáticas. Una parte importante, puesto que la solución final de un problema depende fundamentalmente de algún cálculo, pero no es ni la más difícil (hoy las máquinas calculan estupendamente), ni la más formativa.


  Al margen de esa relación entre el cálculo y la «gimnasia cerebral» que veíamos en un apartado anterior, lo cierto es que resolver operaciones correctamente va a ser fundamental para llevar los problemas matemáticos a buen puerto: cuando el niño crezca y sea el responsable de la construcción de un puente o un edificio, tendrá que tener mucho cuidado con los cálculos (y con cómo se hacen) para evitar una catástrofe. Esta costumbre se aprende desde pequeños.


  También hay competiciones de cálculo mental. Los shows de los calculistas son muy emocionantes y, entendido como espectáculo, queda muy bien calcular de forma rápida. En matemáticas no es esencial, sino que es más importante analizar si el resultado de nuestros cálculos tiene sentido: aunque parezca imposible, muchas veces encontramos alumnos que cuando se les plantea un problema sobre el volumen de un objeto nos dan como resultado un número negativo. Lo malo no es que se equivoquen al calcular, sino que no se den cuenta del error garrafal que han cometido. En matemáticas se suele disponer de tiempo para rectificar, por ello es importante que el niño se dé cuenta de sus errores de cálculo y pueda repetir las operaciones.


  Deficiencias en la atención


  Todo aprendizaje requiere una mínima atención, y es posible que nuestro hijo no muestre la concentración suficiente para aprender o para realizar alguna actividad, dando prioridad a todo aquello que a él realmente le interese en ese instante —que bien puede ser cualquier cosa salvo las matemáticas—. En principio no hay que darle mayor importancia, lo más seguro es que con el tiempo se corrija. La otra opción parte de aprovechar esos otros intereses y mostrar la relación que tienen las matemáticas con ellos. No será difícil encontrarla, puesto que las matemáticas aparecen en todos los ámbitos de la vida cotidiana.


  En el caso de que viéramos que el tiempo no logra que mejore la atención, tendríamos que consultar a algún especialista, que valoraría si ese déficit de atención esconde algún otro problema o si se puede subsanar realizando algunos ejercicios de concentración.


  Alta capacidad


  Uno de los problemas con los que siempre se ha enfrentado la educación es cómo atender las necesidades de los alumnos que presentan una alta capacidad intelectual. Aunque resulte paradójico, la alta capacidad puede tener como consecuencia un bajo rendimiento: nuestro hijo puede traer a casa «malas notas» no porque sea «torpe», sino por todo lo contrario.


  Todo lo relacionado con la alta capacidad está rodeado de una gran polémica, ya que existen diferentes formas de afrontar este problema (sí, es un problema), como mantener a los niños en su ambiente ampliando su formación con actividades extraescolares para aprovechar su especial talento o crear centros adaptados a sus necesidades.


  En cuanto a la primera opción, ya centrándonos en las matemáticas, existen diferentes programas para alumnos con un especial talento matemático. Entre todos ellos destacaríamos el programa Estalmat (Estímulo del talento matemático), impulsado en sus orígenes por el profesor Miguel de Guzmán y la Real Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. Su objetivo es «detectar, orientar y estimular de manera continuada a lo largo de los cursos el talento matemático excepcional de estudiantes de 12-13 años sin desarraigarlos de su entorno». Normalmente, los participantes de este programa —que ya se ha extendido a todo el territorio español— asisten los sábados a clases impartidas por expertos donde se estimula su especial capacidad.


  La alta capacidad no se debe confundir con el alto rendimiento. En ese sentido, la Comunidad de Madrid presenta dos programas diferentes: el Bachillerato de Excelencia, que reúne a alumnos con muy buenas calificaciones en un mismo centro, y el Programa de Enriquecimiento Educativo para Alumnos con Altas Capacidades. Canarias, Valencia y la Región de Murcia también desarrollan programas específicos para la estimulación de los alumnos con alta capacidad. Diremos que un niño tiene alto rendimiento cuando obtiene buenas calificaciones en el colegio —ya decíamos antes que esto no siempre ocurre con los niños de alta capacidad, puesto que sus notas quizá «flojean» porque se aburren en clase—. Los programas de enriquecimiento educativo pretenden dar a los niños una formación complementaria, con temas y actividades que no aparecen en el currículo habitual en su nivel educativo. El planteamiento es similar al de ESTALMAT, pero desarrollando otras materias y facetas, no solo la matemática.


  De nuevo los padres pueden jugar un papel muy importante a la hora de potenciar las capacidades de sus hijos con ejercicios y tareas complementarias. También hay asociaciones de superdotados y personas con talento que acogen tanto a adultos como a niños (y familiares de estos) para organizar actividades que canalicen los intereses de este colectivo.


  En todo caso, muestre o no tu hijo mayor o menor interés por los estudios, o incluso si hablamos de niños con déficit de atención o con altas capacidades…, lo que es seguro es que podemos potenciarlo y motivarle con distintas herramientas que se alejan de las aulas. Las nuevas tecnologías son una de ellas, aunque en absoluto las únicas: he aquí algunas pistas, antes de lanzarnos, ahora sí, al primer paso de las matemáticas…


  Museos, exposiciones, concursos y olimpiadas


  Afortunadamente, hay sociedades de profesores de matemáticas que se preocupan por hacer algo que es necesario para que los estudiantes tengan actitudes positivas hacia esta materia. Se organizan diferentes tipos de actividades, pero una de las que más éxito tienen son los concursos de «problemas» planteados como preguntas de elección múltiple, esto es, preguntas en las que se dan varias soluciones posibles.


  La Federación Española de Sociedades de Profesores de Matemáticas (FESPM) aglutina a diferentes sociedades de profesores, cuyos miembros son fundamentalmente profesores de educación secundaria y bachillerato (aunque también cuentan con profesores de infantil, primaria y universidad, aunque en menor medida) y en la práctica totalidad de comunidades autónomas se organizan concursos con reglas similares. En muchos lugares se ha optado por realizar las pruebas propuestas por la asociación internacional Le Kangourou des Matématiques, que involucra a más de 6 millones de participantes en todo el mundo y una cifra próxima a 10 000 solamente en España. Otras Comunidades organizan su propia Olimpiada Matemática o su Concurso de Primavera.


  Como padres y profesores, hemos animado a nuestros hijos y a los allegados a que participen en estos concursos. Sabemos que pocos participantes se van a llevar «el premio», pero todos los participantes se llevan algo: la experiencia de participar en un concurso en el que las matemáticas se ven de una forma diferente.


  Otro tipo de «concursos de problemas» implican a estudiantes de diferentes cursos, que forman un equipo representando a su centro de estudios. En otros casos se organizan «yincanas matemáticas» abiertas a la participación de familias o grupos de amigos. También los museos de ciencia promueven eventos de este tipo, siempre con un enfoque lúdico capaz de conseguir que los más jóvenes piensen en problemas, puzles o acertijos matemáticos de una forma desenfadada. A veces los bloqueos se producen por la tensión que supone estar ante una hoja en blanco —hablaremos de esto en el último capítulo—. En este tipo de concursos de problemas, en un ambiente desenfadado, uno se puede relajar y obtener buenos resultados.


  Un buen ejercicio que podemos hacer si queremos que nuestro hijo sea un genio de las matemáticas es ayudarle a no temerlas y participar con él en este tipo de concursos o ayudarle a que él o ella lo haga es muy conveniente. Siempre se tiene una buena experiencia.


  También puede darse el caso de que nuestro hijo resuelva de modo sobresaliente los concursos de problemas a los que nos referíamos antes. En ese caso quizá sea conveniente que participe en otros concursos de mayor nivel, como la Olimpiada Matemática. Del mismo modo que ocurre con las competiciones deportivas, este concurso requiere una selección previa. Normalmente son los centros educativos los que envían sus mejores estudiantes a la competición. Es conveniente también que los olímpicos reciban un entrenamiento especial, ya que todo este proceso culmina con una Olimpiada Matemática Internacional, en la que sí hay competición entre los diferentes países y en la que todos los participantes reciben una formación complementaria a la de la escuela, del mismo modo como los deportistas tienen un entrenamiento que no consiste solo en las clases de Educación Física.


  Si detectamos que nuestro hijo es bueno resolviendo problemas, debemos animarle a que participe en este certamen. La experiencia es enriquecedora porque va a convivir con otros estudiantes españoles en la fase nacional de la Olimpiada y después, como miembro del equipo olímpico participará, al menos, en la Olimpiada Matemática Iberoamericana y en la Olimpiada Matemática Internacional. Su formación, no solo matemática, sino como persona y ciudadano, se verá claramente beneficiada de la experiencia de viajar y conocer a los participantes de otros países.


  Más allá de concursos y olimpiadas, existe un modo estupendo de acercar las matemáticas a nuestros hijos, fuera del aula. En muchas ciudades tenemos museos de ciencia y, como no podría ser de otra manera, todos ellos dedican algún módulo a las matemáticas. Uno de nosotros fue por primera vez a CosmoCaixa Madrid cuando su hijo tenía 4 o 5 años. El niño lo pasó muy bien; el padre, mejor aún: ese año estaba explicando en la universidad las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de un péndulo y, como es obvio, sabía la teoría al dedillo, pero en el museo podía tocar el péndulo y experimentar. Posteriormente ha tenido ocasión de colaborar con el museo, dando conferencias en él y escribiendo guiones para la realización de talleres de matemáticas. La sensación sigue siendo la misma: los escolares disfrutan estas experiencias.


  También los centros culturales acogen a menudo exposiciones sobre matemáticas (como los materiales descritos anteriormente). En ese sentido, la comunidad matemática española (a través de sociedades profesionales como la Real Sociedad Matemática Española o la Federación Española de Sociedades de Profesores de Matemáticas) hace un esfuerzo por fomentar la divulgación de las matemáticas y acercarlas al público. Es siempre una buena excusa para poder hablar de matemáticas en familia. En paralelo a las exposiciones, los museos y las asociaciones matemáticas suelen organizar yincanas o concursos para hacer en familia. ¡Jugad!


  Accede al material adicional de este capítulo:
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  PITÁGORAS3


  El primer contacto con los números (0-99 años)


  En el título de esta sección hemos escrito dos números: el 0 y el 99. En realidad, los estamos usando de una forma incorrecta, ya que ningún bebé (0 años) va a leer este texto ni queda restringido a los lectores menores de 100 años. Esos números nos sirven para interpretar que el texto va dirigido a todas las edades. Y es así, aunque todos sabemos qué son los números, cómo se usan y los dolores de cabeza que nos dan algunas veces (sobre todo con las hipotecas, las cifras del paro y la crisis), las ideas que se muestran en este capítulo ayudarán a que pierdas el miedo a los números y, consecuentemente, a que también sean inofensivos para tu hijo. Aunque algunas secciones te resulten muy básicas, no dudes en leerlas, ya que a menudo la clave para entender un concepto posterior está en lo más simple. Como en todo el libro, las referencias de edad son únicamente orientativas sobre el momento en que se empiezan a introducir esas ideas en la escuela.


  Después de dar algunas pautas sobre el modo de afrontar el proceso educativo general y en particular sobre la enseñanza de las matemáticas, entramos con este capítulo en la materia propia del libro y, como no podía ser de otra manera, el primer concepto matemático con el que nos enfrentamos es el concepto de número.


  Tanto en la historia de la humanidad como en la vida de una persona siempre ha existido la necesidad de contar, medir, ordenar…, acciones que necesitan de los números. Así, un ser primitivo tuvo la necesidad de contar cuántos animales tenía su rebaño, medir tamaños, considerar un cierto orden para organizarse en su tribu, y demás. En su libro Alex en el País de los Números, Alex Bellos relata una larga anécdota sobre la tribu amazónica de los Munduruku, en cuyo vocabulario aparecen solo los números que llegan hasta 5. En otros casos hay solo palabras para «uno», «dos» y «muchos».


  Y si hablamos de los niños, los números están muy presentes en la realidad que los rodea. ¿No es cierto que tu hijo se sabe los números de canal donde se emiten los programas infantiles? Aunque no sepa que el símbolo 58 se lee «cincuenta y ocho», sí que es capaz de reconocerlo y pulsarlo en el mando a distancia. También es capaz de identificar los pisos en el ascensor, sabe cuál es su edad, y casi seguro que sabe contar.


  Así, un niño puede empezar a distinguir de forma natural la diferencia que existe entre el número 1 y el 2, ya que posee dos ojos y dos orejas, mientras que solo tiene una nariz y una boca. De hecho, con pocos meses de vida ya son capaces de distinguir cantidades. Por tanto, el momento de trabajar con los números llega mucho antes de que el niño tenga que ir a la escuela. Todavía más, posiblemente en la etapa preescolar sea cuando esté más capacitado para trabajar con números, y ese aprendizaje informal y distendido, junto con llevar algo adelantado para el futuro cole, podría ser la clave para que el niño nunca tenga problemas con las matemáticas. Ya nos hemos referido con anterioridad al juego como técnica educativa y para el aprendizaje de los números podemos ponerlo en práctica.


  Por todo esto, los inicios del aprendizaje de las matemáticas deberían darse en el hogar, y en ello resultará vital la actitud que adoptemos: el niño, investigador nato, tiene que descubrir por sí mismo la materia y razonar todo aquello que se le presente.


  Reflexionando sobre los números (2-4 años)


  Las matemáticas están por todas partes, no hace falta buscarlas. Así, cualquier situación resulta propicia para ir introduciendo los números y para que el niño aprenda a contar. Entenderá los números a su manera, puesto que reconoce el piso del ascensor, el canal de la televisión o la cantidad de chuches que tiene, pero hay que ayudarle a reflexionar sobre ello.


  El concepto abstracto de número es complicado y ha de llegar a él de forma natural. Por ejemplo, sus orejas y sus ojos son partes diferentes de su cuerpo, pero tienen una propiedad en común: hay dos orejas y hay dos ojos. En términos matemáticos, esta característica la expresaríamos diciendo que ambos conjuntos constan de dos elementos (aunque todavía sería demasiado temprano para decir al niño estas «palabrotas»).


  Por otra parte, además de los números cardinales, que nos sirven para contar (uno, dos, tres…), también encontraremos los números ordinales (primero, segundo, tercero…), que son los que sirven para ordenar. Aunque existe una estrecha relación entre ambos, no representan la misma idea. Podemos trabajar con los ordinales, por ejemplo, ordenando a los miembros de la familia por edad. O podemos referirnos a una tabla de puntuaciones en un videojuego. O a la clasificación de los equipos en la liga de fútbol. El niño adquirirá el lenguaje apropiado con la práctica.


  También debemos introducir el número que indica «nada»: el cero. Aunque este número nos parezca natural, se introdujo mucho después que los demás en las diferentes culturas. De hecho, cuando llegó a Europa con el matemático Fibonacci en el siglo XII, la Iglesia lo censuró porque consideraban que estaba asociado al diablo.


  Aprender los números (2-4 años)


  Casi al mismo tiempo que el niño va aprendiendo a contar, irá identificando los números, ya que estos también aparecen por doquier. Así, por ejemplo, podemos partir de un número cualquiera y pedirle que lo busque entre las matrículas de los coches aparcados. Sucesivamente pediremos que identifique el resto de los números. Además, ya sea utilizando las páginas de un libro, los canales de la televisión, el teclado del móvil o los números de los portales de nuestra calle, también podemos realizar otras «misiones de reconocimiento».


  Podemos practicar de forma informal cómo contar más allá del 9, sin tener que conocer realmente cómo se expresan esos números. Así, por ejemplo, un buen ejercicio consistiría en contar cada día, ya en la cama y antes de dormir, desde el número 1 hasta llegar al número correspondiente al día del mes en el que nos encontremos. Con una probabilidad muy alta, podemos avanzar en qué lugares cometerá errores el niño: por ejemplo, al pasar del diez, ya que once, doce, trece, catorce o quince no son denominaciones tan lógicas como todas las que siguen después. Otro error común —y que, al contrario de lo que puede parecer, tiene un significado positivo— es que en lugar de nombrar el veinte, después del diecinueve diga «diecidiez», y siga «diecionce», «diecidoce»… ¡Bienvenido sea el «fallo»! Porque, de hecho, esto es señal de que está utilizando la lógica. Es genial, pero claro, hay que corregirlos.


  Precisamente, en otras lenguas se nombran los números por procedimientos parecidos. En francés, por ejemplo, los números 70, 71 y 72 se nombran como soixante-dix, soixante et onze y soixante-douze (o sea, «sesenta-diez», «sesenta y once» y «sesenta-doce»). Aprovechando los números, también podemos realizar una primera aproximación al aprendizaje de otro idioma: enseñémosle a contar en otra lengua. No le va a costar nada, y le hará ilusión. ¿No nos gustaba sabernos los números hasta el 10 en inglés (aunque los pronunciásemos fatal)?


  Paso al papel (3-6 años)


  Antes de los 2 años, el niño ya va a empezar a coger el lápiz o el bolígrafo, aunque en la mayoría de los casos, de forma incorrecta. Incidiremos en que lo haga en la manera adecuada porque si no, se acostumbrará y será incapaz de tener una buena letra (lo decimos con triste conocimiento de causa). Después plantearemos ejercicios en los que el niño tenga que colorear dibujos y otros en los que ya le toque comenzar a dibujar garabatos, lo que ayudará además a que distinga entre los diferentes colores. Una vez haya ganado suficiente destreza, podremos darle letras y números para que los coloree o rellene con pegatinas por dentro, ayudándole a familiarizarse con todos estos símbolos que le van a acompañar a lo largo de toda su vida. El siguiente paso será que repase con el lápiz números a partir de su trazo discontinuo. Seguro que los libros de texto de nuestro hijo tienen bastantes actividades de este tipo.


  En este momento, ya estamos en disposición de plantear actividades muy sencillas para que el niño relacione el número con una cantidad. Por ejemplo: a partir de una colección de objetos, los contará y escribirá el número correspondiente, y al revés, a partir del número dibujará un conjunto que contenga tal número de objetos.


  De nuevo, resulta muy adecuado que el niño vea que el número es independiente de la naturaleza de los objetos: esto es, que encuentre las similitudes entre conjuntos con el mismo número de objetos, para comprender que dos colecciones de diferentes elementos se pueden asociar a un mismo número. De esta forma, de nuevo incidiríamos en el concepto abstracto de número.


  También resulta interesante y necesaria una actividad en la que partamos de diferentes tipos de objetos, algunos de ellos con ciertas propiedades comunes. Pediremos a nuestro hijo que cuente según una de esas propiedades. Podríamos considerar el conjunto:
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  Y pedirle que cuente los objetos según el tipo y según el color («cuenta los cuadrados», «cuenta los objetos blancos», «ahora los negros», «¿y cuántos cuadrados son blancos?»…).


  Para finalizar, y dado que el niño va a utilizarlo cuando empiece a calcular sumas y restas, estaría bien que aprendiera a mostrar con los dedos de las manos las cantidades correspondientes a números desde 0 hasta 9.


  Relación de los números con el tamaño (4-6 años)


  Hasta ahora hemos asociado los números a la acción de contar, aunque también podemos relacionar números con medidas. Se reduce a contar, pero sin salirnos de un mismo objeto.


  Así, por ejemplo, podemos contar desde 0 hasta 9 de forma escalonada como muestran las siguientes figuras:
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  A partir de aquí, podemos incluir alguna actividad en la que el niño tenga que contar el número de cuadros, o bien colorear tantos como correspondan a un cierto número:
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  Comparando números (4-6 años)


  Los números están relacionados dos a dos: dados dos números diferentes, siempre hay uno que es mayor que el otro. De forma natural, nuestro hijo va a saber comparar dos números, ya que sabe contar en orden, y el menor de los números será el primero que aparezca en el listado.


  El hecho de asociar números con tamaño, como hemos visto en el apartado anterior, va a constituir un buen aporte a la tarea de ordenar números, ya que para comparar dos números podrá razonar a partir del tamaño de los objetos asociados: será mayor aquel que corresponda al trozo más grande.


  Completar series de números: anterior, posterior (4-6 años)


  Los conceptos de anterior y posterior vienen asociados a la posibilidad de ordenar números. Aunque para nosotros los adultos resulta trivial, ya que lo tenemos muy asimilado sin quizá haberlo estudiado nunca, hemos de ser conscientes de que al niño al principio le costará obtener los números anterior y posterior a otro número dado, ya que de alguna forma va a tener que recurrir al listado de los números (nosotros también lo hacemos, pero de modo inconsciente). Así que tengamos paciencia, y no seamos como aquellos maestros tan criticados por no mostrarla con sus alumnos: como ellos, también nosotros vemos la tarea como algo muy sencillo, pero solo porque olvidamos que saber bien el orden de los números no es sino la consecuencia de un proceso de asimilación, y hay a quien esa asimilación le cuesta más y a quien le cuesta menos.


  Las actividades para practicar con las series de números consistirán en contar directamente desde un número dado (por ejemplo, pidámosle que cuente desde el 6), y también completar pequeñas series como las siguientes:


  5 6 __ __ 5 6 __ 8 __


  La cuenta atrás (4-6 años)


  De nuevo nos encontramos con algo que nos parece muy sencillo y que, sin embargo, al niño le va a costar un poco trabajarlo con fluidez: la cuenta atrás. Ahí tenemos a nuestro favor un ejemplo claro, atractivo y motivador, que muchas veces se ve en la tele: el lanzamiento de un cohete. ¿La pega? Que aunque es sencillo encontrar en Internet algún vídeo del lanzamiento de un cohete, es muy difícil encontrarlo sin que la cuenta atrás se haga en inglés, pero ¡veamos el lado bueno!, además de aprender matemáticas, vamos a poder practicar los números en ese idioma.


  Con el 9 nos quedamos cortos: necesitamos las decenas

  (5-6 años)


  Aunque solo hayamos explicado al niño los números hasta el 9, seguro que él ya está familiarizado con números mayores: el 10 lo tenemos ahí, basta con mirarnos las manos; y en el mando a distancia de la televisión también tendrá que seleccionar canales utilizando dos dígitos. Llega el momento de que sepa escribir estos números «grandes» y también de que entienda su significado.


  ¿Y por qué usamos la base decimal? Si al llegar al 10 pasamos a escribir un número de dos cifras es porque entre las dos manos contamos con diez dedos, y para seguir contando necesitamos unos cuantos más que no tenemos (salvo que empecemos a contar con los de los pies, pero, la verdad, sería un jaleo). No vayamos a pensar que la base decimal es la única que se ha utilizado a lo largo de la historia: por poner un ejemplo, los babilonios, cuyo sistema numérico fue pionero en cuanto al uso del valor posicional de las cifras, empleaban una base numérica sexagesimal heredada de los sumerios. Esto es, hasta llegar a 60 los números poseían un solo símbolo, y a partir de ese valor se añadía otro. Así, nosotros hemos heredado de ellos la notación sexagesimal para medir el tiempo (1 hora = 60 min, 1 min = 60 s) y los ángulos.


  En nuestra vida cotidiana también utilizamos sistemas que no son el decimal. Aunque esto, claro, todavía es muy duro para explicárselo a nuestro hijo. Así, nosotros contamos con diez cifras (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) y al llegar al 9 pasamos a lo que denominamos decenas, y así seguiríamos contando: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19…
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  De este modo, trabajando de esta forma y considerando asimismo las decenas como si fueran un paquete de diez al que añadimos unidades sueltas, lograremos que el niño asimile su primer acercamiento a ello.


  Una vez asimilado, iremos introduciendo de manera progresiva números que constan de dos decenas: 20, 21, 22… Tres decenas: 30, 31, 32… Y así sucesivamente, siempre haciendo hincapié en el número de decenas y unidades que corresponden a un número dado.


  Otro buen ejercicio para afianzar estos números es contar decenas enteras, al igual que se cuenta de unidad en unidad, esto es: 10, 20, 30, 40, 50…, ya que, como hemos visto, un número menor que 100 se obtiene a partir de estos, más las unidades correspondientes.


  De nuevo, también tendremos que practicar con series de números consecutivos y con el número anterior y posterior a uno dado.


  El ábaco (4-6 años)


  Seguro que ya lo conocías, ¿verdad? Es un instrumento cuyo origen se remonta a hace miles de años y que permite realizar operaciones aritméticas.


  En el ábaco con el que trabajaremos tenemos columnas con fichas, y de derecha a izquierda cada columna corresponde con las unidades, decenas, centenas, millares.
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  La idea del ábaco puede emplearse como una herramienta más para entender mejor los números con varias cifras. Así, para trabajar con un número menor que 100 podemos considerar dos columnas, y empezando por la derecha tendríamos las unidades e inmediatamente después las decenas, logrando así una representación mucho más visual de un número. Cuando en el futuro introduzcamos las centenas, unidades de millar, etcétera, para cada una de ellas incorporaremos una nueva columna.
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  Resulta muy conveniente trabajar con esta representación de los números y pasar del número al ábaco y viceversa.


  El ábaco que acabamos de recoger aquí maneja nueve cuentas en cada hilera, mientras que el ábaco japonés utiliza solo cinco: cuatro de valor 1 y una que vale por 5. De un modo parecido a como se lleva el tanteo en el juego del mus: las piedras valen un punto y los amarracos, cinco.


  Necesidad de seguir ampliando a números mayores (6-7 años)


  Tras trabajar los números menores que 100, extenderemos las ideas que ya hemos expuesto a números que se escriben con tres o más cifras, introduciendo los conceptos de centena, millar, decena de millar (quienes los teníamos olvidados los hemos vuelto a recuperar con la retransmisión del sorteo de la ONCE).


  Hablaremos sobre la suma en el siguiente capítulo, dedicado a las operaciones matemáticas elementales, pero como en el momento en que el niño empiece a escribir números de tres o más cifras sí que sabrá sumar, podemos indicarle que un número como 513 equivale a 500 + 10 + 3: esto es, es un número que contiene 5 centenas, 1 decena y 3 unidades.


  Vais a encontrar números grandes por todas partes. Si volvemos a las matrículas de los coches, que ya hemos utilizado con el niño para que reconociera números, tenemos un abanico de 10 000 posibilidades para descomponer números en millares, centenas, decenas y unidades. Los números de la lotería suelen tener 5 dígitos, con lo que podemos hacer el mismo ejercicio, pero incorporando también las decenas de millar. Los números de teléfono nadie los expresa como un todo, sino separándolos por pares o ternas (son más fáciles de recordar y de dictar), pero, como ejercicio, podríamos descomponerlos, y como constan de 9 cifras, podemos llegar a hablar incluso de centenas de millón.


  Representación de los números naturales en una semirrecta (6-7 años)


  Existe una representación geométrica de los números naturales en una semirrecta. Para ello, trazamos una semirrecta horizontal con origen en la parte izquierda. Este punto representará al 0 y a partir de aquí iremos situando de forma consecutiva y equidistante (a igual distancia) los siguientes números:
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  Como veremos, las operaciones de suma y resta pueden visualizarse a partir de la representación de los números en la semirrecta. Además, cuando introduzcamos los números negativos ampliaremos la semirrecta por la parte izquierda, obteniendo la recta real, y con las fracciones y números decimales iremos cubriendo con nuevos números esos huecos que ahora hay entre números consecutivos.


  Números pares e impares (5-6 años)


  El concepto de número par viene asociado a la acción de emparejar. Como sabemos, un número es par si es divisible entre 2, e impar si no lo es. Aunque todavía no es el momento de introducir la divisibilidad, puesto que ni siquiera hemos presentado la división, sí que podemos dar un listado ordenado de números y, partiendo del dos, contar de dos en dos para obtener los pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12… Los restantes números son los impares. Abstrayendo las ideas de la lista que acabamos de elaborar, observamos que los números pares son aquellos cuya última cifra es 2, 4, 6, 8 o 0, y los números impares los que tienen por última cifra a 1, 3, 5, 7 o 9.


  Al niño no le costará reconocer estos números: todos recordamos «pares o nones» para ver quién comienza el juego. Recordemos que el papel de los juegos infantiles en la introducción y desarrollo de los conceptos matemáticos es muy importante en todo este libro. Así, las matemáticas se introducirán de una forma lúdica y del modo más natural posible.
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  Harold Eugene Edgerton, un ingeniero estadounidense, decía que «el secreto de la educación es enseñar a la gente de tal manera que no se den cuenta de que están aprendiendo hasta que es demasiado tarde». En este libro seguiremos esta máxima para hacer que nuestro hijo se acostumbre a las matemáticas.


  En principio, las actividades que se proponen están ordenadas según su dificultad. No obstante, para su aplicación confiamos en tu criterio: los padres son quienes mejor conocen las necesidades de su hijo en un momento dado.


  En este capítulo las actividades van destinadas al reconocimiento y ordenación de números, así como a contar objetos.


  Llevar una colección de cromos (4-8 años)


  Esto lo hemos hecho todos de pequeños. Quizá antes se coleccionaban más cromos que ahora, porque las colecciones prácticamente han quedado restringidas a la liga de fútbol. En su lugar han aparecido pegatinas, cartas de juego o pequeñas figuras, pero el sentido es el mismo: cada uno tiene su puesto en la colección y hay que situarlo en su lugar correspondiente, que suele tener asociado un número. Podemos contar cuántos objetos tenemos en nuestra colección y cuántos nos faltan.


  Juego con mensajería (4-8 años)


  A los niños les gusta tocar los objetos tecnológicos. Una posibilidad para que les dejemos el móvil es que acepten jugar con nosotros a lo que queramos. Unas veces cederán ellos (como ahora) y otras seremos nosotros los que juguemos a lo que ellos elijan. Lo que proponemos es muy simple: a través del chat de un ordenador, teléfono o tableta, podemos enviarles un número, y que ellos nos digan el siguiente:
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  También podemos realizar la actividad para que nos envíe el número anterior. O, si queremos complicarlo, podemos decir que dependiendo del símbolo que usemos nos dirá el número siguiente o el anterior:
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  Identificar números en las matrículas de los coches (4-8 años)


  Esta actividad ya la hemos comentado y no tiene mucha más explicación. En primer lugar, debemos procurar que nuestro hijo reconozca la grafía de los números. También buscaremos números repetidos, o capicúas (los que se pueden leer indistintamente de izquierda a derecha o de derecha a izquierda, como el 3553). De este modo, el niño aprenderá que los números están en todas partes y los tomará como algo natural. En definitiva, divertirnos con las matemáticas al tiempo que hacemos otras cosas.


  Coches rojos (4-8 años)


  Y siguiendo con vehículos, cuando vayamos en autobús o en coche (si no vamos al volante, no sea que tengamos un accidente), podemos jugar a elegir un color y contar cuántos coches de ese color pasan a nuestro lado. Ganará el que elija el color del que más coches hay.


  Este juego «competitivo» suele ser muy interesante para el niño, que querrá elegir el color con más coches. Esto favorece la capacidad de intuición y estimación.


  El día del mes (4-8 años)


  También nos hemos referido a esta actividad antes. Este ejercicio permitirá ir recordando la secuencia de los números sin esfuerzo, si su realización la tomamos como costumbre. Consiste en contar todos los días desde el número 1 hasta el que indica el día del mes en el que nos encontramos. Así, el primer día del mes tenemos una tarea muy fácil (solo debemos contar hasta 1) y según avanza el mes, debemos trabajar un poco más.


  Esta actividad también va a ayudarnos a que el niño recuerde los nombres de los meses o, al menos, el mes en el que está, y que después del último día del mes (ya sea el 28, 29, 30 o 31, dependiendo del caso) siempre se vuelve a empezar por el 1. Además, podremos reconocer los números en el calendario, contar señalando encima y viendo cómo cada vez termina en un número diferente. Hablar del calendario puede suponer que nuestro hijo nos haga preguntas: «¿Cuándo es mi cumpleaños?», «¿cuánto falta para las vacaciones?», «y el abuelo, ¿cuántos cumple?». Así es como aprenderá matemáticas: planteándose cuestiones.


  Ordenar una baraja (6-10 años)


  Ordenar una baraja mezclada puede parecernos algo muy sencillo, pero requiere una cierta metodología. Para realizar esta actividad se puede utilizar una baraja infantil (prácticamente todas ellas están numeradas) o una de póquer, aunque para fijar ideas nosotros utilizaremos la baraja española de 40 cartas.


  Hasta que se acostumbre, podemos hacer que nuestro hijo clasifique la baraja en palos. Después de eso nosotros ordenaremos el de oros, que suele considerarse siempre en primer lugar y, a la vista del orden numérico, él repetirá esa colocación con el resto de los palos. De este modo irá aprendiendo los números poco a poco. Además, manipular las cartas permitirá que nuestro hijo desarrolle su destreza manual y, con ello, otras partes del cerebro.


  Solitarios con cartas (8-10 años)


  Hay muchos solitarios diferentes. Tantos que hasta hay libros enteros dedicados a ellos, pero casi todos tienen en cuenta que las cartas se clasifican en 4 grupos (los palos) y que cada una tiene representado un número. Uno de los más sencillos se juega con la baraja española de 40 cartas. Es una evolución de la actividad anterior, en la que solo proponíamos ordenar una baraja. En el siguiente enlace podrás ver cómo se juega.
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  El juego de las 21 cartas (8-12 años)


  Continuando con las posibilidades de una baraja, podemos incluso enseñar a nuestro hijo un sencillo juego de magia, en el que contar es fundamental. Es un juego muy conocido, pero no por ello deja de tener interés. En la descripción del juego asumimos que nosotros desempeñaremos el papel de mago y nuestro hijo el de espectador, pero la idea de la actividad es que sea él quien termine aprendiendo el juego y haciéndolo cuantas más veces mejor: desarrollará destreza manual, matemática (al contar cartas) y comunicativa.


  Para este juego necesitamos tomar 21 cartas de la baraja. Diremos a nuestro hijo que vamos a repartirlas en tres montones, que debe elegir una carta de las que vea y recordar en qué montón está. Una vez repartidas las 21 cartas (boca arriba), preguntaremos en qué montón se encuentra y situaremos ese paquete entre los otros dos. Volvemos a repartir las cartas en tres montones por segunda vez, preguntamos en cuál está la carta elegida y, al recoger, lo volvemos a situar entre los otros dos. Hacemos el reparto por tercera y última vez con las mismas condiciones y situamos en el centro el montón donde nos ha dicho nuestro hijo que está la carta elegida. «Mágicamente» (en realidad, es cosa de las matemáticas, aunque no daremos aquí la explicación detallada) la carta que había pensado se ha ido a la posición 11 del mazo. Solo tenemos que contar hasta 11 y descubrirla. El arte con el que se haga la revelación de la carta pensada ya depende del «mago».


  El dominó (8-12 años)


  El juego del dominó es tan popular como entretenido. Probablemente el niño lo conozca en una versión infantil, ya que en las tiendas de juguetes educativos se venden muchos en los que se representan dibujos en lugar de puntos. Lo cierto es que el dominó potencia la capacidad para reconocer objetos, por no hablar del desarrollo de una estrategia ganadora o el conteo necesario para decidir si interesa cerrar o no. Eso se lo dejamos a los expertos en la partida del sábado, y aquí nos centraremos solo en el valor educativo que tiene este juego para que nuestro hijo reconozca los números.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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  Entendiendo las operaciones matemáticas (0-99 años)


  El calendario escolar es cíclico: cada cierto tiempo llega la hora del examen y siempre algún alumno plantea la cuestión «¿podemos usar la calculadora?». Cierto es que a veces las operaciones con números grandes requieren el uso de la calculadora, pero los profesores de matemáticas procuramos proponer problemas cuyos cálculos puedan realizarse a mano, ya que los conocimientos nunca deben reducirse a pulsar teclas.


  En nuestro día a día como profesores universitarios, comprobamos que los alumnos realizan operaciones y evalúan funciones matemáticas usando la calculadora, pero si les preguntamos cuál es el significado de lo que están calculando, no saben respondernos. Lo peor de todo es que el estudiante piensa que son manías del profesor, ya que el cálculo corresponde a un tema del que se examinó en el instituto y él ya está en la universidad. Es obvio que algo falla en el sistema, y la raíz del problema bien podría hallarse en los inicios escolares, cuando se introducen las operaciones elementales: suma, resta, multiplicación o producto, y división, por lo que se ha de ser muy cuidadoso en el momento de presentar todas estas operaciones; en caso contrario, estaríamos ante el comienzo de una burbuja en la que el alumno va pasando curso tras curso sin entender bien lo que hace. El niño debe aprender muy bien su significado, las operaciones surgen de forma natural en la vida cotidiana y la forma de introducirlas tiene que utilizar ejemplos extraídos del día a día, situaciones muy cercanas.


  Dedicaremos este capítulo a introducir las operaciones entre números, tratando siempre de que el alumno sepa qué está haciendo en cada momento. No solo buscamos que sepa calcular, sino que se fomente su espíritu crítico: no queremos estropear esa curiosidad innata que tienen los niños de preguntar constantemente «¿eso qué es?», «¿por qué así?», y sí evitar un adiestramiento que lo convierta en un ser pasivo y nada creativo. Por ello, en todo este proceso, tanto padres como educadores debemos actuar como guías u orientadores, sin dar más información que la necesaria para que el niño vaya descubriendo todo por sí mismo. Nos encontramos en los inicios del proceso educativo de un niño, y como en cualquier obra, una condición necesaria para lograr el éxito es construir unos buenos cimientos.


  El camino será muy largo, estas primeras etapas van a resultar vitales.


  Sobre todo, nos tenemos que olvidar de que nuestro hijo empiece memorizando resultados de operaciones. Al contrario, debemos apostar firmemente por el razonamiento (aunque en ocasiones el progreso no es tan rápido) y no debemos impacientarnos: la memoria y la práctica, de forma inconsciente, se encargarán de asimilar todo lo necesario.


  Las operaciones deben identificarse con acciones. Así podemos establecer que


  sumar es juntar,


  restar es quitar,


  multiplicar es juntar repetidamente la misma cantidad,


  dividir es repartir.


  Y una vez establecido esto, vamos a acercarnos a cada una…


  LA SUMA


  ¿Qué es sumar? (5-6 años)


  Un primer contacto con la suma


  Al igual que ocurre cuando los niños aprenden los números y a contar, muchos han utilizado la suma sin que nadie se la haya «presentado» antes. Esta operación aparece de manera natural en muchas situaciones atractivas de la vida del niño. Nuestro cometido será adaptarnos a esos entornos, para que, de forma disimulada y sin que parezca que estamos haciéndole trabajar, aprenda a sumar.


  La suma consiste, simple y llanamente, en obtener un nuevo número a partir de dos números dados. Recordemos que la acción que identifica a la suma es juntar; por tanto, para calcular una suma de dos números debemos considerar dos colecciones, cada una de ellas con tantos objetos como los números que hay que sumar, y juntarlas. El resultado de la suma es el número de elementos de la colección resultante.


  La primera toma de contacto de un niño con la suma de números debemos realizarla en su ambiente: con fichas, palillos, pequeños juguetes, caramelos u otros objetos. Veamos un ejemplo en el que se utilizan fichas reales sobre un tablero:
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  Tras varios ejercicios con diferentes objetos, podemos pedirle que sea él quien se encargue de toda la actividad, forme los conjuntos y desarrolle el procedimiento.


  Es importante que en cada uno de los ejercicios planteados se utilicen diferentes objetos, para que no asocie la suma a uno en particular. Incluso podríamos plantearle la misma «suma» utilizando diferentes cosas (por ejemplo, con cochecitos en vez de fichas).


  Paso al papel


  Tras comprobar que el niño ha asimilado perfectamente el proceso físico, el siguiente paso consistirá en la simulación de la actividad en papel, planteándole ejercicios de la forma:
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  Formalización


  Después de realizar unos cuantos ejercicios como el previo, llega el momento de formalizar todo lo que hemos estado trabajando. Es decir, ha llegado la hora de formular sumas tanto en disposición vertical como en horizontal
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  para que el niño modelice la situación, y obtenga los resultados.
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  Con la práctica, después de varios ejemplos y ejercicios, podríamos contar solamente a partir de la disposición gráfica de la suma:
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  Además, es conveniente familiarizar al niño con el nombre de los elementos que intervienen en una suma: los sumandos y el resultado, ya que es fundamental que desde el primer momento hable con propiedad de todo aquello que va aprendiendo.
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  Centrándonos un poco más


  En realidad, ¿qué estamos pidiendo al plantear una suma? La respuesta es obvia para nosotros los adultos, que en esta vida nos hemos enfrentado a muchos ejercicios y exámenes, pero quizá no lo sea para el niño. Cuando planteamos una suma, lo que buscamos es el resultado, y sin embargo, un niño podría pensar que realizar una suma es escribir el desarrollo completo. ¿Cómo podemos saber si el niño ha entendido esto?


  Una posibilidad es plantearle una suma, y una vez que la haya hecho, plantearle de nuevo la misma suma. Es probable que su respuesta consista en repetir todo el proceso, y no en contestar de inmediato (y la respuesta debería ser inmediata).


  Así, resulta conveniente plantear una serie de operaciones donde existan repeticiones, para que nuestro hijo asimile que en el caso de repetición, solo debe copiar el resultado.


  Propiedades de la suma (5-6 años)


  Existen una serie de propiedades que las operaciones pueden satisfacer. Estas propiedades dotan de una estructura al conjunto donde está definida la operación, lo que permite deducir nuevas propiedades generales para todos los conjuntos con esa estructura. Por eso, remarcar al niño las propiedades de las operaciones permite que potencie sus capacidades de abstracción y generalización.


  Elemento neutro


  Si a un número le sumamos 0, ¿qué obtenemos? Al hablar de los números, vimos que «la traducción» del 0 es la nada, y si a algo no le añadimos nada, se queda igual. Así, 0 se manifiesta de forma neutra con respecto a la suma, y por eso se dice que 0 es el elemento neutro de la suma. Matemáticamente se expresa así: 0 + n = n para todo número natural n.


  Propiedad conmutativa


  Es otra propiedad fundamental de la suma de números naturales. Para presentarla, nada mejor que visualizar la situación con un ejemplo práctico.


  Supongamos que queremos calcular 4 + 3. Para ello cogemos un folio en blanco y lo dividimos en dos partes. Al representar de forma gráfica la operación, nos quedaría la siguiente situación:
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  En un folio aparte copiamos el resultado, tras contar todos los puntos del folio (7).


  Si ahora le damos la vuelta a la hoja, lo que vemos corresponde a un cambio en el orden de los sumandos: estaremos realizando la operación 3 + 4.
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  Y claro, el niño ve que al girar el folio, el número de puntos no cambia, porque 3 + 4 es también 7. Así, al cambiar el orden de los sumandos el resultado de la suma no se altera: esta propiedad es la que se conoce como propiedad conmutativa.


  (Un poco más adelante introduciremos la suma de más de dos sumandos. Hablaremos en ese momento de la propiedad asociativa de la suma de números naturales.)


  Sumar desde el número mayor (5-6 años)


  En el capítulo anterior hemos introducido una forma de representar los números naturales en una semirrecta. Apoyándonos en esta representación, podemos obtener un procedimiento gráfico para el cálculo de sumas de números naturales. Para ello simplemente tenemos que partir del mayor de los sumandos y añadirle el más pequeño (la propiedad conmutativa permite elegir el orden a la hora de realizar la suma).


  Por ejemplo, si deseamos sumar 5 + 7, partimos de la posición del 7 en la semirrecta y nos desplazamos 5 unidades hacia la derecha, como se muestra en la siguiente figura:
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  La representación en la semirrecta también será útil para efectuar otras operaciones (restas, sumas que contengan números negativos, etcétera).


  Cálculo mental de sumas (5-6 años)


  A base de practicar y calcular muchas sumas, el niño adquirirá la capacidad de realizarlas mentalmente; esto es, cuando necesite sumar números de una cifra, no necesitará apoyarse en un papel. A algunos niños les costará más, pero esto no debe preocuparnos, ya que al final todos acabarán consiguiéndolo. Recordemos, lo importante es tener claro el concepto de suma, lo demás es cuestión de práctica y tiempo.


  Una forma de iniciar al niño en cálculo mental es comenzar con sumas donde uno de los sumandos es 0, porque como sabemos, la propiedad del elemento neutro nos dice que el resultado es el otro sumando.


  5 + 0 = 5 2 + 0 = 2 0 + 7 = 7 0 + 3 = 3 …


  Después podríamos seguir con sumas donde uno de los sumando es 1, y les hacemos observar que sumando 1 se obtiene el número que sigue al otro sumando:


  5 + 1 = 6 2 + 1 = 3 1 + 7 = 8 1 + 3 = 4 …


  Y finalmente continuamos el proceso con sumas donde uno de los sumandos es 2, 3, 4, 5… Pero, como hemos dicho, de forma progresiva y sin ninguna prisa.


  También podríamos plantear sumas donde los sumandos son decenas enteras (múltiplos de 10) o centenas completas:


  50 + 10 = 60 20 + 10 = 30 200 + 700 = 900 300 + 700 = 1000 …


  En estos casos, todo se reduce a sumas de números de una cifra, añadiendo los ceros correspondientes.


  Sumar con los dedos (5-6 años)


  Siempre ha existido un debate sobre si resulta adecuado sumar con los dedos. Nuestra opinión al respecto es clara: ayudarse de ellos para el cálculo de sumas no es sino otra forma de visualizar la operación, y por tanto nos parece una opción más para el niño. Antes o después dejará de necesitar utilizarlos para calcular sumas. Aunque no pensemos que es solo cosa de niños: en el Campeonato Mundial de Cálculo, algunos participantes utilizan sus manos como ábaco… ¡y son de los más rápidos!


  Incluso el origen de que haya 12 horas en el día está relacionado con contar con los dedos: los babilonios contaban hasta doce señalando las falanges de la mano derecha con el pulgar. Como cada dedo tiene tres falanges, en total había 12 en la mano derecha (eso contribuyó a que utilizasen un sistema de numeración con base 60, como comentamos en el capítulo anterior).


  Realizar una suma con los dedos requiere una cierta habilidad motriz a la hora de desplegarlos, y eso puede resultar un estupendo ejercicio de coordinación. Lo que ocurre es que esta dificultad también podría llevar a que algunos niños rechacen la opción. Además, tras haber trabajado con las diferentes representaciones gráficas de la suma, y haber realizado algunos ejercicios, ya tendrá la suficiente destreza como para sumar mentalmente, así que no tendría necesidad de utilizar esta técnica.


  La suma con dedos resulta muy sencilla cuando los sumandos son menores o iguales que 5, ya que cada uno de los sumandos puede representarse en cada una de las manos.


  Sin embargo, si alguno de los sumandos es mayor que 5, puede ser necesario el uso de alguna técnica, como, por ejemplo, desplegar en las manos el menor de los sumandos, y partiendo mentalmente del mayor, seguir contando cada uno de los dedos desplegados.
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  Suma de tres o más números, la propiedad asociativa

  (6-7 años)


  Hasta ahora hemos visto sumas con dos sumandos, pero a veces se plantean sumas donde aparecen más de dos. ¿Cómo procedemos en estos casos?


  Aunque la idea dada para dos sumandos —contar los elementos del conjunto resultante de unir conjuntos con tantos elementos como el valor de los sumandos— sigue siendo válida, una vez que el niño haya logrado una soltura suficiente para realizar mentalmente las sumas, solo realizará las que consten de dos sumandos. Como recordamos de nuestros tiempos de estudiante, existe una propiedad conocida como propiedad asociativa, que dice que si tenemos que sumar tres números, el resultado es el mismo al margen del modo en que se agrupen los sumandos.


  No nos asustemos: es muy sencillo visualizar esta propiedad. Por ejemplo, si deseamos calcular la suma 2 + 3 + 4, podemos proceder de dos formas:
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  Por tanto, para realizar una suma con más de dos sumandos podemos agrupar como deseemos, aunque lo habitual, como leemos de izquierda a derecha, será hacerlo en ese sentido.


  Reglas para el cálculo de sumas que involucran algún número con más de una cifra (6-7 años)


  Con los procedimientos explicados, el niño no solo está capacitado para realizar sumas de números de una cifra, también lo está para varias cifras. Para ello, simplemente debemos plantearle algunas sumas de este tipo y que, contando, obtenga el resultado.


  Sin embargo, para números grandes el proceso puede resultar demasiado laborioso e incluso inviable, y desde luego que un procedimiento que simplifique esta tarea resultaría muy bien recibido. Como sabemos, existe un método básico para hacerlo en el que se suman los números por columnas y, cuando se supera la decena, «nos llevamos».
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  Cómo se calcula una suma «a mano» es algo que nunca se olvida. Es como montar en bici: sabemos hacerlo, aun cuando no lo hagamos habitualmente. De todas formas, en el siguiente enlace encontrarás algunos ejemplos, por si necesitas darle un repaso.
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  En cuanto el orden a la hora de desarrollar ejemplos y plantear ejercicios, en primer lugar se introducen las sumas de dos sumandos «sin llevar», que son aquellas en las que el resultado de sumar dos posiciones nunca excede a 9, para luego ampliar a sumas «llevando», donde sí lo excede. Finalmente se plantearán sumas de más de dos sumandos.


  LA RESTA


  ¿Qué es restar? (5-6 años)


  Un primer contacto con la resta


  Igual que ocurre con la suma, la resta surge de forma natural en las actividades que el niño realiza en su día a día: cuando compra chuches y ve que luego le queda menos dinero, o cuando va tachando días en el calendario hasta que llega su cumpleaños. Esto es una muestra más de que las matemáticas modelizan la realidad —es decir, traducen una realidad a otro contexto de forma que pueda ser estudiada—, y permite que podamos introducir la resta en el contexto en que se mueve el niño sin que detecte que le estamos enseñando algo.


  En la escuela, primero se presenta la suma y después la resta, pero ambas operaciones se pueden plantear de forma simultánea. Si lo hacemos así, puede que hasta le resulte más sencillo aprender a restar que a sumar, dado que el resultado de la resta siempre es más pequeño que cualquiera de los elementos que intervienen.


  De nuevo la resta es una operación que involucra dos números, siendo el primero mayor o igual que el segundo (al menos así lo vamos a plantear hasta que entren en escena los números negativos, para hacerlo todo aún más entretenido, aunque para eso todavía nos quedan unos cuantos capítulos). Al igual que se hizo con la suma, la mejor forma de introducir la resta es utilizar objetos, fichas o pequeños juguetes que tengan relación con la diversión del niño.


  A la resta le asociamos la acción de quitar. Empecemos con un ejemplo: vamos a plantear la operación 5 – 2 = 3, pero sin hacer referencia a ella. Consideramos 5 objetos, y preguntamos al niño cuántos quedarían si quitamos 2. El niño reproduce físicamente la actividad (i. e., quita dos objetos) y cuenta los que quedan: 3.
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  Tras esa actividad seguiremos planteando ejercicios similares, con diferentes objetos, para que observe que lo importante no es con qué objeto lo planteemos, sino la cantidad de estos. Entre todos los ejercicios debemos plantear algunos en los que los dos números que se restan sean iguales, para que vea que todas estas restas siempre dan como resultado 0.


  Formalización y paso al papel


  Una vez que el niño domina la situación, podemos pasar directamente a la formulación de las restas con la notación horizontal y vertical. ¿Y cómo se llaman elementos que intervienen en una resta?: el minuendo, el sustraendo y el resultado:
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  En este punto, pasaremos a plantear restas en papel: dibujaremos tantos objetos o palitos como indica el minuendo, tacharemos (o sea, quitaremos) tantos como indica el sustraendo y el resultado de la resta se obtiene al contar los palitos que nos quedan sin tachar. Por ejemplo:
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  También es un buen ejercicio deducir, a partir de la representación, cuál sería la expresión de la resta representada.


  Restar gráficamente (5-6 años)


  Al igual que para las sumas, la representación gráfica de los números en una semirrecta permite también el cálculo de restas. Para ello, solo tenemos que partir del punto que representa al minuendo y movernos tantas unidades a la izquierda como indica el valor del sustraendo. La posición a la que llegamos es el resultado de la resta.


  Por ejemplo, si consideramos la resta 9 – 6, gráficamente se tendría:
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  Por tanto, se obtiene que 9 – 6 = 3.


  Cálculo de restas traduciendo a sumas (5-6 años)


  Consideremos la resta 5 – 3. Si presentamos la situación con palitos, dibujamos 5 y de estos tachamos 3, así que quedan 2 sin tachar: ese será el resultado de la operación.
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  Podemos interpretarlo de otro modo: tenemos 5 palitos y seleccionamos 3. Si al resultado de la resta lo representamos por «?», nuestra pregunta consiste en averiguar cuántos palitos («?») hay que añadir a los 3 iniciales para llegar a 5. Observemos que acaba de aparecer una palabra clave: añadir. Y es que, como sabemos, añadir está asociado a sumar. Por tanto, la resta anterior puede escribirse como una suma:


  3 + ? = 5


  Así, «?», que es el resultado de la resta, es el número de palitos que tenemos que añadir a 3 para obtener 5.


  Resulta muy conveniente que el niño exprese una resta como una suma, e incluso que las calcule de este modo, porque así relaciona las dos operaciones presentadas hasta ahora. Es importante que lo reforcemos con una serie de ejercicios sobre ello. Por ejemplo, para calcular 6 – 2 nos preguntamos «¿cuánto tenemos que añadir a 2 para llegar a 6?». Para responder planteamos:


  2 + __ = 6


  y para que esa expresión sea correcta, nos damos cuenta de que en __ tendremos que poner 4. Por tanto 6 – 2 = 4.


  Calculando restas mentalmente (5-6 años)


  Una vez el niño domina el cálculo de restas, el siguiente paso es realizarlas sin tener que ayudarse de objetos o dibujos en un papel. Un primer paso podría ser utilizar sus dedos: ya hemos hablado antes de que es una opción completamente válida e incluso necesaria como paso previo al cálculo mental de restas. Al contrario que para la suma, con los dedos podemos realizar sin problemas restas de números menores o iguales que 10.


  Para empezar con este tipo de cálculo, debemos proponer primero las más sencillas: esas en las que coinciden minuendo y sustraendo (cuyo resultado es 0), las que tienen como sustraendo 0 (y el resultado es el minuendo) y las restas con sustraendo 1 (que tienen por resultado al número anterior al minuendo). Después se puede seguir de forma progresiva con restas donde el sustraendo es 2, 3, 4…


  También es conveniente calcular restas donde el minuendo y sustraendo son múltiplos de decenas enteras, de centenas enteras, etcétera.


  20 – 10 40 – 20 90 – 50 100 – 90 2000 – 1000 …


  Por último, hagamos ver al niño que las restas en las que el minuendo es menor que el sustraendo carecen de sentido. ¡No te puedes comer más caramelos que los que tienes! Esto es: no podemos quitar una cantidad mayor que la dada.


  Procedimiento para el cálculo de restas (5-6 años)


  Al igual que para la suma, el método con el que se calcula una resta ya lo conocemos de sobra los adultos. Como es lógico, siempre debemos empezar por las restas «sin llevar», esto es, las restas en las que cada cifra del sustraendo es menor o igual que la correspondiente del minuendo. Después, se enseñará el cálculo de restas «llevando». En el siguiente enlace encontrarás algunos ejemplos.
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  Resulta fundamental mostrar al niño que lo anterior no es más que un método para el cálculo de estas restas, que también podrían obtenerse de forma natural con objetos, palitos, dibujando en un papel o representando los números en una recta. Debe comprender que al aplicar un procedimiento lo único que estamos haciendo es simplificar algo que ya sabemos hacer, para poder hacerlo todavía más rápido.


  A esos procedimientos establecidos los solemos llamar algoritmos, en honor del matemático persa Al Kuwarizmi, uno de los introductores del sistema de numeración que actualmente utilizamos. Su obra principal, Al’Jabr, también ha dado nombre a una parte importante de las matemáticas: el álgebra.


  Operaciones combinadas de sumas y restas (5-6 años)


  Conocidas ya las dos primeras operaciones, llegó el momento de realizar cuentas donde calculamos más de dos restas, y otras que incluyan sumas y restas. Tu hijo se dará cuenta de lo fácil que resulta realizar sumas y restas combinadas: empezando por la izquierda, solo hay que ir desarrollando una a una cada una de las operaciones que van apareciendo hasta llegar al resultado final. Para él supondrá un pequeño reto, y será divertido ir haciendo los dos juntos esas operaciones. ¡No tendréis ningún problema!
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  LA MULTIPLICACIÓN


  ¿Qué es multiplicar? (6-7 años)


  Un primer contacto con la multiplicación


  En numerosas ocasiones nos enfrentamos al problema de sumar repetidas veces la misma cantidad. Podemos abreviar el problema indicando cuál es el sumando que se repite y el número de veces que se repite: así es como nace la multiplicación. Por tanto, recuerda esto: todo el que sabe sumar sabe multiplicar, porque multiplicar es sumar repetidamente la misma cantidad.


  Como siempre, la mejor forma de introducir la multiplicación es hacerlo mediante ejemplos y que el niño observe cómo surge de forma natural. Para ello podemos plantear una cuestión del tipo: «Cinco niños, ¿cuántos ojos tienen?». Invitémosle en primer lugar a dibujar las caras de cinco niños, y que a cada una le dibuje los ojos que le correspondan:
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  La respuesta a nuestra pregunta podrá darla contando el número total de ojos: 10.


  Ahora le pediremos que exprese como una suma todo lo que acaba de hacer. Para ello —y como cada una tiene dos ojos—, a cada cara se le asocia un 2, y lo que hacemos es sumar los correspondientes a cada una de las 5 caras (sumamos 5 veces 2):
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  Fácil, ¿verdad? Lo mismo puedes plantearle con las orejas, los dedos de las manos… Sin decirlo, acabamos de introducir la multiplicación de números naturales, que no es más que una suma donde todos los sumandos son iguales.


  Por tanto, cuando realizamos la multiplicación de un número a por otro número b, que se expresa a x b, lo que hacemos es sumar b veces el número a. Por ejemplo, cuando calculamos la multiplicación 3 x 4, lo que hacemos es sumar 4 veces 3. Otra vez es importante que el niño (¡y nosotros!) use los términos adecuados. En la multiplicación intervienen los factores y el resultado o producto.
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  Ten en cuenta que el resultado de una multiplicación puede ser grande en comparación con los factores, así que será mejor que no introduzcamos la multiplicación hasta que el niño esté familiarizado con números de varias cifras.


  ¿Y los «atajos»? Como todos sabemos, existen unas tablas para calcular multiplicaciones, y seguro que nos recordamos recitándolas (y hasta recordamos el soniquete). Las tablas de multiplicar son útiles, por supuesto que sí, pero si nuestro objetivo es que el niño razone, más nos vale olvidarlas por el momento: si le asestamos el duro golpe de tener que memorizarlas, vamos a ir labrando ese odio que muchas personas sienten hacia las matemáticas. Es mejor que sigamos jugando con las multiplicaciones a partir de su definición, usando sumas repetidas.


  Vamos a proponer al niño algunos problemas y ejercicios no solo en papel, sino que utilizaremos recipientes con el mismo número de bolas (y pediremos que nos diga el total) y otras actividades similares. También pediremos que resuelva cálculos de multiplicaciones realizando todo el desarrollo, y el proceso inverso: representando como multiplicaciones algunas sumas con sumandos repetidos.
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  Para finalizar, introduciremos las multiplicaciones donde uno de los factores es 0. No es difícil si razonamos del mismo modo que lo hemos hecho en otras ocasiones: en primer lugar, 0 x a es 0, sumado a veces. Si representamos esta situación en la línea de abajo:
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  Así: 0 x a = 0.


  Por otra parte: a x 0 es a, repetido 0 veces. Así, a x 0 = 0.


  En conclusión, si alguno de los factores de una multiplicación es 0, el resultado es 0.


  Una disposición gráfica para el cálculo de multiplicaciones (6-7 años)


  En este apartado mostraremos una forma gráfica de calcular una multiplicación. Veámoslo con un ejemplo:


  Imaginemos que queremos calcular 7 x 4. Como sabemos, esto no es más que sumar 4 veces 7. Para ello, podemos dibujar 7 puntos, 4 veces; o sea, 7 puntos en 4 filas:
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  El resultado de nuestra multiplicación será contar el número total de puntos, que serían 28. Por tanto: 7 x 4 = 28.


  Algunas propiedades iniciales de la multiplicación (6-7 años)


  Al igual que para la suma, podemos estudiar las propiedades que satisface la multiplicación de números naturales. Para empezar, nos planteamos si existe algún número de forma que al multiplicarlo por cualquier otro lo deje igual. Claramente, ese número es el 1 y diremos que 1 es el elemento neutro del producto de números naturales.


  También, al igual que para la suma, podríamos plantearnos si al cambiar de orden los factores de una multiplicación, se mantiene el resultado. Efectivamente, así es. Y para que se vea claro, puedes repetir el ejercicio que ya hicimos con la suma:
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  Observamos que cambiar de orden los factores de una multiplicación se corresponde gráficamente con girar 90 grados la hoja, y con esta acción el número de puntos no varía. Esto significa que el orden de los factores no altera el producto; es decir, que se satisface la propiedad conmutativa.


  Jugando con las tablas de multiplicar (6-7 años)


  La sinrazón de hacer memorizar directamente a un niño las tablas, aunque vaya acompañada de la típica musiquilla que trata de hacer la tarea algo más amena, puede resultar desagradable. Por supuesto, existen alternativas, cuyo resultado final también será que el niño memorice las tablas de multiplicar, y que además de resultar más entretenido, generará autoconfianza por el hecho de deducir las tablas por sí mismo. Es más, en matemáticas se valora más ser capaz de deducir las tablas que el conocimiento de estas: si no sabes el resultado de una multiplicación, no te debes preocupar si tienes la autonomía suficiente para generarlo por ti mismo. Esa misma sensación es la que necesitará años más tarde cuando se enfrente a procedimientos matemáticos más complicados. En esencia, un estudiante irá bien en matemáticas si es capaz de poder deducir algunos resultados.


  Si analizamos una tabla de multiplicar, por ejemplo, la tabla del 4:
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  observamos que cada línea tiene dos partes: en la parte izquierda, la operación; en la parte derecha, el resultado.


  Si solo nos fijamos en los resultados:
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  vemos que cada uno es el anterior más cuatro. Así, es muy sencillo generar cualquier tabla de multiplicar.


  Con ello, un primer acercamiento del niño a las tablas de multiplicar serían ejercicios del tipo siguiente, en el que sumando el número 2 repetidamente hemos obtenido «la tabla del 2». Podemos proceder así con más tablas de multiplicación:
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  Una vez se ha afianzado todo lo anterior, podríamos pedir al niño que hiciera un esfuerzo de memoria y, sin apoyarse en el papel, generara todos los resultados para un cierto valor, con lo que estaría proporcionando los resultados de la tabla correspondiente. Por supuesto, para que la dificultad sea progresiva, empezaremos por el 2 y el 10, para seguir por el 5, 3, 4, 6, 9, 8 y acabar con la tabla del 7.


  El siguiente paso es presentarle una de las tablas de multiplicación, pero sin los resultados, y pedirle que los añada. Enseguida se dará cuenta de que lo único que tiene que hacer es seguir el procedimiento anterior. Por tanto, podemos darle cualquier tabla de multiplicar sin resultados y que él las complete.


  A continuación, nuestro hijo tendrá que hacer algo parecido, pero sin papel: ahora le iremos diciendo las operaciones en el orden de una tabla, para que él conteste empleando el tiempo que considere oportuno.


  Por último, estará en condiciones de empezar a recitar las tablas completas, con operaciones y resultados. El orden que hemos de seguir, de menor a mayor dificultad, es el que hemos indicado antes. Sobre todo, pongamos cuidado en no impacientarnos: se trata de no agobiarle, e incidir en la importancia que tiene saber cómo generar los resultados.


  Un truco para la tabla del 9


  Para el aprendizaje de las tablas de multiplicación son bienvenidos los trucos. Así, por ejemplo, si te fijas, verás que en la tabla del 9, las decenas van descendiendo de una en una unidad, y las decenas, aumentando de una en una unidad.
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  Existe una forma visual de ilustrar lo anterior: imaginemos que queremos calcular el producto de 9 x 8. Entonces desplegamos los dedos de ambas manos, colocadas una al lado de la otra, y contamos de izquierda a derecha hasta llegar al dedo 8, que escondemos. El resultado de la multiplicación sería:
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  Multiplicaciones sueltas


  Ahora pasamos a realizar multiplicaciones de números de una cifra. En principio, si tu hijo sabe bien las tablas de multiplicar, responderá automáticamente, pero si le falla la memoria, siempre debemos procurar un «plan B», que podría consistir en partir del resultado de una multiplicación asociada conocida.


  Por ejemplo, si le pedimos 9 x 7 y no sabe el resultado, pero sí sabe que 9 x 5 = 45, sumando 9 repetidamente será capaz de hacerlo:
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  Finalmente, no debemos olvidar la propiedad conmutativa, que en algunas ocasiones nos permite llegar rápidamente al resultado de una multiplicación cambiando el orden de los factores.


  En la última sección de este capítulo incluiremos una actividad interesante, curiosa y muy divertida relacionada con las tablas de multiplicar: un método que también usa los dedos de las manos y que permite obtener cualquier multiplicación de las tablas del 6 al 9 a partir del conocimiento de las tablas hasta el 5.


  Procedimiento para la multiplicación (6-7 años)


  Al igual que para la suma y resta, también hay un método que nos indica cómo calcular multiplicaciones. Es necesario que el alumno conozca el procedimiento clásico para el cálculo: para introducirlo progresivamente, empezaremos haciendo multiplicaciones donde el segundo factor tenga solo una cifra, para después aumentar el número de cifras del segundo, haciendo siempre hincapié en recordar cuánto llevamos en cada momento. También trataremos el caso especial de números cuyas últimas cifras son ceros.
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  En el siguiente enlace ponemos a tu disposición algunos ejemplos.
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  Más propiedades de la multiplicación (6-7 años)


  Al igual que para la suma, también podemos pensar en multiplicación de tres factores, ya que la propiedad asociativa también se cumple. Podemos visualizar la situación con un ejemplo: si queremos calcular 2 x 3 x 4 podemos proceder de dos maneras equivalentes (señalamos ambas):
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  Por otra parte, algunas situaciones requieren de la combinación de diferentes operaciones; para ello se introducen unos elementos, los paréntesis, que indican en qué orden deben realizarse las operaciones. Imaginemos por ejemplo que nos plantean la operación 2 x (3 + 5). Al venir la suma entre paréntesis, significa que antes de realizar la multiplicación, tendremos que calcular la suma de dentro del paréntesis, de este modo:
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  Existe una propiedad fundamental que relaciona la multiplicación y la suma: la propiedad distributiva. Esta propiedad dice que si a, b, c son números, entonces se tiene que


  a x (b + c) = a x b + a x c


  Por ahora, el niño no necesitará utilizar esta propiedad directamente, sin embargo, es la base para unas futuras extensiones de la multiplicación a otros conjuntos. Además, aunque no se visualice, el algoritmo clásico de la multiplicación no es más que una forma ordenada de aplicar de forma repetida la propiedad distributiva.


  Por otra parte, a la acción de aplicar la propiedad distributiva de izquierda a derecha, esto es:


  a x b + a x c = a x (b + c)


  se le llama sacar factor común.


  Sumas, restas y multiplicaciones combinadas (6-7 años)


  Los matemáticos solemos ser minimalistas e incluso perezosos a la hora de escribir matemáticas, aunque siempre evitamos crear un galimatías. Una muestra de nuestra pereza es intentar ahorrar paréntesis incluso a costa de crear un poco de confusión. Así se establece que en caso de tener una multiplicación junto con una suma o resta, primero se realiza la multiplicación y después la otra operación. Por ejemplo:
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  LA DIVISIÓN


  ¿Qué es la división? (6-7 años)


  Una persona —en concreto, un carnicero— nos decía en una ocasión que a él le gustaba sumar y multiplicar, pero no restar ni dividir. Si tú piensas como él, prepárate para dejar de pensarlo. Llegó el momento de introducir la última de las operaciones básicas: la división.


  Recuerda que la acción asociada a la división es repartir, y el niño ya ha tenido algún contacto con ella; por ejemplo, cuando se celebra algún cumpleaños en clase y se reparten caramelos, si ha jugado con una baraja de cartas… Como siempre, introduciremos la división con una actividad. Para empezar, nos centraremos en divisiones exactas.


  Elijamos un conjunto de objetos de uso cotidiano: fichas, piezas de rompecabezas, cartas, caramelos, lo que se te ocurra que pueda gustarle a tu hijo. El objetivo será repartir estos objetos entre tres o cuatro partes. Podría hacerse con personas, familiares o amigos del niño (presentes o no, eso da igual); aquí lo representaremos con urnas. Al elegir el número de elementos, ten en cuenta que por ahora queremos que el reparto sea exacto (es decir, que no nos sobren objetos al repartir la misma cantidad a cada uno). Iniciamos la actividad con el niño, él es el protagonista: le plantearemos el reto de repartir la misma cantidad de objetos entre todas las urnas y calcular entonces cuántos tendría cada una de ellas.


  En principio, la forma más sencilla de hacerlo sería repartiendo de uno en uno y de forma ordenada entre cada urna. Una vez terminado el proceso, el número común de objetos de todos los participantes será la respuesta a la pregunta planteada.
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  Debemos ahora realizar nuevas actividades similares a esta.


  Formalización y paso al papel


  Es el momento oportuno para reproducir la actividad planteada en un papel. Para ello, consideremos un número, que corresponderá a una cantidad de puntos que vamos a repartir en un número de urnas. Por ejemplo, imaginemos que queremos repartir 18 puntos en 6 urnas. La pregunta es la misma: si el reparto se hace de forma que todas las urnas tengan la misma cantidad de puntos al finalizarlo, ¿cuántos puntos habría en cada una?


  Empezamos a distribuir los puntos en las urnas, uno a uno y de forma ordenada, y en todo momento vamos contando los puntos que dibujamos en las urnas, hasta llegar a la cantidad total de puntos que había que repartir. Así damos respuesta a la pregunta planteada. De nuevo repetiremos con varios ejercicios similares.
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  Llegó la hora de introducir formalmente la división, restringiéndonos al caso de divisiones exactas. El resultado de dividir un número a entre otro b, denotado a : b, es el número común c de elementos que tendrían b urnas al repartir a objetos en ellas de forma que al final todas las urnas tengan el mismo número de objetos. A dicha operación la llamaremos división de a entre b, y a c se le llama cociente. Así, escribiremos:
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  Al finalizar la división, es muy conveniente que en cada momento preguntemos al niño cuáles son los elementos: dividendo, divisor y cociente.


  Divisiones exactas: la división como operación inversa de la multiplicación (6-7 años)


  Al igual que la resta es la operación inversa de la suma, la división es la operación inversa de la multiplicación. Esto significa que podemos plantear el cálculo de una división como la obtención de un factor de una multiplicación donde conocemos el otro factor y el resultado. Para ilustrarlo con un ejemplo, realicemos la división exacta 24 : 4.


  Tenemos que distribuir 24 puntos en 4 urnas de forma que cada una de ellas tenga el mismo número de puntos. Realizando el proceso, la división quedaría: 24 : 4 = 6.
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  Si ahora nos olvidamos del dividiendo —o sea, de los puntos que había que repartir—, y nos fijamos en el dibujo anterior, ¿cuántos puntos tenemos en total en todas las urnas? Como sabemos, se trata de un problema de multiplicaciones, cada urna tiene el mismo número de puntos, 6, y tenemos 4 urnas, luego en total tenemos:


  6 + 6 + 6 + 6 = 6 x 4 = 24


  Fácil, ¿verdad? Lo que tratamos de decir, a fin de cuentas, es que la división planteada tiene asociada una multiplicación, 6 x 4 = 24, y el dividendo de la división es igual al divisor por el cociente.


  Es sencillo entender la generalización de lo anterior, si dividimos a entre b, repartimos a puntos en b urnas; luego el cociente c, que son los puntos de cada urna, multiplicado por el divisor b, que es el número de urnas, es igual al número de puntos que repartimos, que es el dividendo a. Esto es, a = b x c. Por eso mismo, una forma de calcular una división exacta a : b es plantear una multiplicación


  a = b x __


  y calcular el elemento desconocido.


  Si se manejaran con soltura las tablas de multiplicación, se podría obtener el cociente mentalmente, sin necesidad de realizar ningún reparto. Por ejemplo, si consideramos la división 42 : 7, plantearíamos la multiplicación, con factor oculto:


  7 x __ = 42


  Pensando un poco, llegamos a que en el hueco debería ir un 6. Por tanto, 42 : 7 = 6.


  Ahora plantearemos al niño algunas divisiones que resolverá usando este procedimiento remarcando la multiplicación asociada: 72 : 8 = 9, ya que 8 x 9 = 72.


  Divisiones no exactas: elementos de una división (6-7 años)


  Existen divisiones que no son exactas, esto es, al realizar el reparto equitativo sobran fichas (por supuesto, la cantidad de fichas sobrantes será menor que el número de urnas, puesto que en otro caso realizaríamos una nueva ronda de reparto).


  Si consideramos por ejemplo la división 23 : 4, utilizaríamos 23 bolas y al repartir se tendría:
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  Como resultado del reparto, cada urna contendría 5 bolas, y nos sobrarían 3. En este caso diremos que la división tiene por cociente 5, que corresponde al número de bolas que contiene cada urna, y resto 3, que son las bolas que sobran.


  La forma de indicar lo anterior gráficamente es:
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  Por tanto, al realizar una división no exacta, hemos de tener en cuenta, además del cociente, el resto, porque una vez terminado el proceso debemos presentar ambos elementos.


  Comprobando una división (6-7 años)


  Hemos visto que las divisiones exactas están relacionadas con una multiplicación donde el cociente de la división es uno de los factores. Sin embargo, esto no es así para las divisiones no exactas, ya que sobra algo, que es el resto.


  Si razonamos con el ejemplo del apartado anterior, veremos que para calcular el número total de bolas, que se corresponde con el dividendo 23, se tienen en cuenta tanto las que están dentro de las urnas como las que sobran. El número de bolas que quedan dentro de las urnas se obtiene multiplicando el número de urnas (que es 4, el divisor) por el número de bolas de cada urna (5, el cociente).


  En cuanto al número de bolas que sobran: es el resto 3.


  Así, se tiene que


  24 = 4 x 5 + 3


  (Recordemos que en la expresión anterior primero se realizaría la multiplicación y después la suma.) En general, para una división como esta:
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  se tiene: D = d x c + r


  A esta fórmula la conocemos como algoritmo de la división (o algoritmo euclídeo). Recuerda que un algoritmo es simplemente un procedimiento establecido que nos permite hacer aún más rápido lo que ya sabemos hacer. Este de la división («dividendo es igual a divisor por cociente más resto») no vamos a entrar a explicarlo en detalle porque su uso está completamente generalizado.


  La regla anterior también es útil para comprobar que una división está bien hecha, por ejemplo, para la división:
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  tendríamos 4 x 3 + 3 = 12 + 3 = 15, y como no coincide con el dividendo, deberíamos repasar el proceso para detectar el error y corregirlo.


  La división y el algoritmo euclídeo que acabamos de presentar son importantísimos, ya que también resultan útiles para resolver otros problemas matemáticos, incluso cuestiones matemáticas avanzadas que encontramos en la vida cotidiana. En este libro, tu hijo y tú vais a encontrarlo en muchas partes, ¡estad atentos y lo iréis viendo!


  División gráfica (6-7 años)


  Como hemos visto antes, la representación de números en una recta es una opción para el cálculo de sumas y restas. En el caso de la división pasa lo mismo: podemos interpretar la división de un número a entre otro b como «cuántas veces está a contenido en b», con la opción de que pueda sobrar algo, que correspondería con el resto (esto no es más que leer el algoritmo euclídeo). Veamos un ejemplo de cálculo de una división gráficamente:


  Imaginemos que queremos dividir 17 entre 5. Para ello, representamos 17 en una recta real y empezando desde el principio, vamos agrupando de 5 en 5 hasta que no podamos formar más sin sobrepasar el número de 17:
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  Así, el número de grupos que tenemos es el cociente, en este caso 3, y el resto estaría formado por los elementos finales no agrupados hasta llegar a 17, en este caso 2. ¿Por qué no le propones a tu hijo nuevas actividades de división utilizando este planteamiento?


  Algoritmo de la división (6-7 años)


  Ahora que ya sabemos plantear una división, ¿en qué orden debemos ir introduciendo los diferentes casos a nuestro hijo? Empezaremos con divisiones donde el divisor tenga solo una cifra, para una vez consolidado pasar a divisiones donde el divisor tenga 2, 3, 4 cifras, asegurándonos entonces que el niño sabría calcular cualquier división.


  También hay que destacar los casos en los que el dividendo y el divisor cuentan con ceros finales. Aquí hay que tener claro que aunque el cociente de la nueva división no variará, el resto sí. Para obtener el resto de la división inicial debemos añadir al nuevo resto tantos ceros como el número común de ceros que habíamos tachado al dividendo y al divisor. Ese es un error que se comete con frecuencia: pensar que al igual que el cociente, el resto también coincide con el resto de la división inicial.
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  En este mismo caso también hay que considerar las divisiones con cociente 1 seguido de ceros (una potencia de 10, ya las veremos más adelante), y el dividendo con más cifras finales ceros que el divisor. En esta situación la división es exacta, y el cociente se obtiene tachando tantos ceros del dividendo como ceros tiene el divisor.
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  La división no iba a ser menos, aquí también añadimos enlaces por si te apetece repasar algunas divisiones con tu hijo.
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  Problemas con operaciones (5-8 años)


  Por primera vez en este libro nos ocupamos de la actividad de las matemáticas más temida por los niños y por algunos adultos: los problemas. Si asustan es sobre todo porque los problemas no siguen un patrón único, en el sentido de que cada problema aparece con una formulación diferente, de modo que nos toca pensar para interpretarlo, y con lo bien que está uno tranquilo, ¡para qué quiere quebraderos de cabeza! Así como los ejercicios se basan en ejemplos que han trabajado en clase, cada problema suele ser un mundo nuevo, un nuevo reto. En realidad, los problemas constituyen una de las mayores actividades formativas que el niño va a trabajar en la escuela. ¡Vamos a aprovecharlos!


  A algunos les costará más, a otros menos, pero no pierdas de vista que al igual que para lograr un buen crono en una carrera o jugar bien al fútbol se requiere mucho entrenamiento, lo mismo necesitará tu hijo hasta que sea capaz de resolver problemas. Pero seguro que entonces hasta se divertirá haciéndolos. De nuevo, es fundamental tu apoyo: si le pones problemas y estás ahí para ayudarle a resolverlos (para animarle y apoyarle), fortalecerás su motivación. Y es que no nos engañemos: atacar un problema y no saber resolverlo puede llegar a ser muy frustrante.


  No debemos confundir la dificultad de un problema con la complejidad de las operaciones que involucre su resolución (por ejemplo, que debamos realizar operaciones con números grandes). Por eso es mejor que de entrada trabajemos problemas con números pequeños; de hecho, para empezar conviene que propongamos problemas que el niño pueda resolver mentalmente, aunque al principio le permitamos utilizar papel y lápiz para realizar anotaciones y algún cálculo.


  En el listado siguiente encontraremos un montón de problemas agrupados por las distintas operaciones elementales. Así, una vez el niño haya afianzado una operación, podemos empezar a plantear problemas correspondientes a dicha operación. Después de eso, podemos mezclar problemas con las operaciones que ya ha estudiado para que ahora la dificultad también radique en la selección de la operación adecuada. No olvidemos que resolver un problema requiere tiempo y, por ello, repetiremos el enunciado tantas veces como el niño lo pida. Tampoco demos inmediatamente la solución si vemos que él no lo resuelve correctamente: resulta mucho más adecuado plantearle preguntas orientadas y hacer que reflexione en voz alta. Por otra parte, le pediremos que, además de dar el resultado, nos conteste a la pregunta planteada en los mismos términos en los que aparece en el problema. Así, si nos piden el número de piezas de fruta que hemos comido, debe contestar: «Nos hemos comido 5 manzanas».


  Problemas de suma


  
    
  


  
    	Amparo tiene 3 caramelos en un bolsillo y 2 en el otro. ¿Cuántos caramelos tiene en total?


    	En la bolera, realizamos 2 lanzamientos: en el primero tiramos 3 bolos, en el segundo 4 bolos. ¿Cuántos bolos hemos tirado en total?


    	Manuel tiene 3 gusanos de seda y 5 mariposas. ¿Cuántos insectos tiene en total?


    	Hemos comprado un bolígrafo de 2 euros y una libreta de 4 euros. ¿Cuánto hemos gastado en total?


    	En la nevera tenemos 3 batidos y acabamos de comprar 5 batidos más. ¿Cuántos batidos tenemos en total?


    	¿Cuántas ruedas en total tienen una moto y un coche?


    	Tenemos 9 galletas de chocolate y 1 de nata. ¿Cuántas galletas tenemos en total?


    	En clase nos han puesto 2 fichas de matemáticas y 2 fichas de lengua. ¿Cuántas fichas tenemos que hacer?


    	Una bandeja tiene 3 manzanas y 7 peras. ¿Cuántas piezas de fruta tiene?


    	Al finalizar cada comida debemos comer una pieza de fruta. Si nuestro frutero contiene 2 plátanos y 6 melocotones, ¿para cuántas comidas disponemos de frutas?


    	Una bolsa contiene 1 bola roja y 6 blancas. ¿Cuántas bolas contiene la bolsa?


    	Ana tiene 6 años. ¿Cuántos años tendrá dentro de 3?


    	Alba tiene 5 años y Pedro es 5 años mayor. ¿Cuántos años tiene Pedro?


    	José tiene 10 caramelos y su madre le da 2 más. ¿Cuántos caramelos tiene ahora?


    	Un país ha logrado en los juegos olímpicos 20 medallas de oro y 50 de bronce. ¿Cuántas ha logrado en total?


    	En una tienda de animales tienen 30 aves y 40 peces. ¿Cuántos animales tienen en total?


    	Ana tiene 2 piruletas, Mónica tiene 4 y Laura otras 4. ¿Cuántas piruletas tienen en total?


    	Pablo ha sacado un 6 en un examen y Eva 3 puntos más. ¿Qué nota ha sacado Eva?


    	Tenemos dos cajas gigantes de caramelos, la primera tiene 500 caramelos y la segunda 300. ¿Cuántos caramelos tenemos entre las dos cajas?


    	Un televisor ha costado 600 euros y una nevera 200 euros. ¿Cuántos nos hemos gastado en la compra?


    	Si en un campo de baloncesto hay 1000 espectadores y llegan 5 espectadores más, ¿cuántos espectadores habrá?


    	Una escuela cuenta con 3 clases y cada clase cuenta con 20 alumnos. ¿Cuántos alumnos estudian en la escuela?


    	Si cada bolsa de caramelos contiene 100 caramelos y compramos 3 bolsas. ¿Cuántos caramelos tendremos?


    	Una semana y 3 días, ¿cuántos días son?


    	¿Cuántos minutos son 1 hora y 30 minutos?

  


  Problemas de resta


  
    
  


  
    	Una urna tiene 5 bolas y extraemos 2. ¿Cuántas bolas nos quedarán?


    	Nuestro televisor cuenta con 10 canales y eliminan 3. ¿Cuántos canales nos quedarán?


    	Una granja tiene 100 gallinas y un día nos roban 20. ¿Cuántas gallinas quedarán?


    	Una casa tiene 4 ventanas y 1 de ellas está cerrada. ¿Cuántas estarán abiertas?


    	En una clase tenemos 7 juguetes y 5 niños se llevan un juguete cada uno. ¿Cuántos juguetes quedarán en clase?


    	Un paquete contiene 5 chicles y nos comemos 4. ¿Cuántos chicles nos quedarán?


    	En una nevera tenemos 6 batidos y nos bebemos 3. ¿Cuántos batidos quedarán?


    	Una clase tiene 30 alumnos y un día 10 niños se resfrían y no van a clase. ¿Cuántos niños quedarán en la clase?


    	Un frutero tiene 10 fresas y nos comemos 1. ¿Cuántas fresas quedarán?


    	Juan tiene 5 años y su hermano Pablo 4 años menos. ¿Cuántos años tiene Pablo?


    	Ana tiene 8 años y está deseando cumplir 10. ¿Cuántos años le faltan?


    	Para comprar un bolígrafo de 2 euros pagamos con un billete de 5 euros. ¿Cuánto nos devolverán?


    	Si viajamos a una ciudad que está a 50 km y ya hemos recorrido 20, ¿cuántos kilómetros nos restan para llegar?


    	Si una videoconsola cuesta 200 euros y nos hacen un descuento de 50 euros, ¿cuánto tendremos que pagar por ella?


    	Si escondemos dos dedos de una mano, ¿cuántos dedos descubiertos nos quedan?


    	Si en una granja hay 500 gallinas y un día olvidamos la puerta abierta y se escapan 200, ¿cuántas gallinas quedarán?


    	Si Alba tiene 100 cromos y su hermano le quita 20, ¿cuántos cromos le quedarán?


    	Si a un coche le roban 1 rueda, ¿cuántas le quedarán?


    	Si en un examen contestamos 10 preguntas y tenemos 2 mal, ¿cuántas preguntas hemos contestado correctamente?


    	Si un juguete vale 30 euros y tenemos 10 euros, ¿cuántos euros nos faltan?


    	Un libro tiene 250 páginas y ya he leído 100. ¿Cuántas páginas me faltan para acabarlo?


    	Si en autobús viajan 60 personas y en una parada se bajan 20 y suben 10, ¿cuántos viajeros habrá ahora?


    	Si en un teatro hay 80 asientos y quedan libres 20, ¿cuántos personas han asistido a ver la obra?


    	Si en un partido de fútbol hay 1000 espectadores y uno se va a casa, ¿cuántos espectadores quedarán?


    	Si en una semana será nuestro cumpleaños, ¿cuánto faltará para nuestro cumpleaños dentro de dos días?

  


  Problemas de multiplicación


  
    
  


  
    	En una partida de parchís juegan 4 jugadores y cada jugador tiene 4 fichas. ¿Cuántas fichas hay en el tablero?


    	En un camión caben 2 caballos. Si contamos con 5 camiones, ¿cuántos caballos podemos transportar?


    	Si tenemos 5 gatos, ¿cuántos ojos tienen en total? ¿Y cuántas patas tienen en total?


    	Para hacer un pastel necesitamos 7 guindas. ¿Cuántas guindas nos hacen falta para hacer 6 pasteles?


    	Un paquete de chicles tiene 5 chicles. Si compramos 8 paquetes, ¿cuántos chicles tendremos?


    	En un coche de choque caben 2 personas. Si una atracción tiene 20 coches, ¿cuántos niños como máximo pueden subir a la vez?


    	El saltamontes de una feria tiene 10 vehículos y en cada uno caben 3 personas. ¿Cuántas personas como máximo pueden subir a la vez?


    	Un ramo de flores contiene 8 rosas. ¿Cuántas rosas contendrán 3 ramos?


    	Un racimo de uvas tiene 20 uvas. ¿Cuántas uvas tendrán 4 racimos?


    	Una carta necesita 2 sellos para llegar a su destino. ¿Cuántos sellos necesitaremos para enviar 70 cartas?


    	Un paquete de galletas contiene 30 galletas. ¿Cuántas galletas contendrán 5 paquetes?


    	Un edificio consta de 10 plantas y cada planta tiene 12 ventanas. ¿Cuántas ventanas tendrá el edificio?


    	Cada entrada de una obra de teatro cuesta 20 euros. ¿Cuánto tendríamos que pagar si tú y yo nos vamos a ver la obra? ¿Y si invitamos a los abuelos?


    	¿Cuántos huevos contienen dos docenas?


    	¿Cuántos días contienen 8 semanas?


    	Si en una casa se beben 4 litros de agua diarios, ¿cuántos litros se beberán en 7 semanas?


    	Luis tiene 8 años y su padre 5 veces más. ¿Cuántos años tiene su padre?


    	¿Cuál es el doble de 150?


    	Una libreta cuesta 2 euros. Si compramos 3 libretas y damos 10 euros, ¿cuántos euros nos devolverán?


    	Un tren tiene 5 vagones y cada vagón 40 asientos. ¿Cuántos asientos tiene todo el tren?


    	Un avión tiene 200 butacas y realiza 4 veces diarias el vuelo desde Murcia a Madrid. ¿Cuántas plazas se ofertarán al cabo del día?


    	Una libreta consta de 15 hojas y cada día rellenamos 2. ¿Cuántas hojas quedarán libres después de 7 días?


    	Una libreta cuesta 2 euros y un bolígrafo 1 euro. Si compramos 2 libretas y 1 bolígrafo, ¿cuánto tendremos que pagar?


    	¿Cuántas casillas tiene un tablero de ajedrez si contiene 8 filas y cada fila contiene 8 casillas?


    	¿Cuántos minutos son 3 horas?

  


  Problemas de división


  
    
  


  
    	Si nos hemos gastado 3 euros en bolígrafos y cada bolígrafo cuesta 1 euro. ¿Cuántos bolígrafos hemos comprado?


    	Entre los 2 bolsillos de nuestros pantalones tenemos 10 canicas. Si en los 2 bolsillos tenemos el mismo número de canicas, ¿cuántas tenemos en cada uno?


    	Un avión cuenta con 2 bloques iguales de asientos y en total hay 200 asientos. ¿Cuántos tiene en cada bloque?


    	Un colegio tiene 6 clases con el mismo número de ordenadores. Si en total tienen 12 ordenadores, ¿cuántos ordenadores tendrá cada clase?


    	Al cumpleaños de Luis asisten 5 amigos y repartimos 30 caramelos. ¿Cuántos corresponderán a cada uno?


    	En un juego de cartas repartimos 40 cartas entre 4 personas. ¿Cuántas cartas le tocan a cada jugador?


    	Si el total de ruedas de los coches aparcados en un garaje es 20, ¿cuántos coches hay aparcados?


    	Si gastamos 28 euros en libretas iguales y hemos comprado 7 libretas, ¿cuánto costaba cada libreta?


    	Queremos recorrer andando una distancia de 20 km y nos hemos propuesto andar 4 km al día. ¿Cuántos días emplearemos?


    	Si repartimos 13 caramelos entre 6 personas de forma que todas ellas reciban el mismo número de caramelos, ¿cuántos caramelos sobrarán?


    	Un tren cuenta entre todos sus asientos con 400 plazas. Si el tren lleva 4 vagones iguales, ¿cuántas plazas habrá en cada vagón?


    	Si queremos repartir 72 flores en 8 ramos iguales, ¿cuántas flores tendrá cada ramo?


    	Cada paquete de chicles contiene 5 chicles. Si queremos 35 chicles, ¿cuántos paquetes tenemos que comprar?


    	Las naranjas de una tienda vienen en envases con la misma cantidad de naranjas. Si hemos comprado 48 naranjas que vienen en 8 paquetes. ¿Cuántas naranjas contendrá cada paquete?


    	En un taxi caben 4 pasajeros. Si queremos transportar a 80 personas, ¿cuántos taxis tendremos que llamar?


    	Si repartimos en partes iguales 8 caramelos entre 3 personas, ¿cuántos caramelos sobrarán?


    	Distribuimos a los 27 alumnos de una escuela en 3 filas iguales. ¿Cuántos alumnos habrá en cada fila?


    	Si un edificio contiene 400 ventanas, y cada una de las plantas contiene 20 ventanas, ¿cuántas plantas tiene el edificio?


    	Si dividimos un trozo de tela de 36 cm en 4 partes iguales, ¿cuánto medirá cada trozo?


    	Si repartimos 800 g de harina en vasos y cada parte pesa 200 g, ¿cuántos vasos hemos utilizado?


    	Un modelo de collar lleva 5 diamantes. Si contamos con 55 diamantes, ¿cuántos collares podremos realizar?


    	Si un balón cuesta 10 euros y un muñeco la mitad, ¿cuánto cuesta el muñeco?


    	Queremos formar equipos de baloncesto de 5 jugadores con los 30 alumnos de una clase. ¿Cuántos equipos formaremos?


    	¿Cuántas horas son 120 minutos?


    	Ana hace un dibujo cada 2 días. ¿Cuántos dibujos habrá hecho dentro de 2 semanas?

  


  


  
    
      
        	
          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Hay muchas y muy variadas actividades que ayudarán al niño a asimilar las operaciones matemáticas. Además de las que ya hemos incluido en las secciones anteriores del capítulo, que tienen un componente esencialmente teórico y educativo, en esta última proponemos nuevas actividades y juegos que, sin tener intención de explicar en qué consisten las operaciones matemáticas, sí permitirán afianzar el uso de las operaciones que hemos visto.


  Las actividades que proponemos incluyen tanto juegos basados en las nuevas tecnologías como juegos clásicos. Seguro que recuerdas cuando de pequeño te tocaba repartir cartas, hacer un recuento de puntuaciones (sumar, restar, multiplicar) y diseñar estrategias para ganar un juego. No vamos a recordar los juegos del tute y de la brisca, en los que es importante sumar los valores de las cartas en el tanteo final, por suponer que son bastante conocidos, pero también puedes sacarles un buen partido. Nuestros abuelos, a través de esos juegos de cartas clásicos, nos ayudaron a realizar operaciones de cabeza, sin que nos diésemos cuenta. Por eso reivindicamos utilizar la baraja como elemento motivador en la clase de matemáticas. También comentamos cómo se pueden adaptar otros juegos clásicos de tablero para practicar operaciones matemáticas. El dominó, que ya hemos empleado en el capítulo anterior para introducir los números, será un elemento importante para algunas actividades. En un ámbito completamente distinto, aprovecharemos los paseos cotidianos para hacer cálculos.


  Como en el capítulo anterior, las referencias a las edades son únicamente orientativas de la edad a la que se puede comenzar a realizar esa actividad. Ni los juegos de magia que presentamos, ni el juego de la oca, ni mucho menos los juegos con cartas o el dominó, tienen una edad máxima de juego. Es más, jugar es bueno para cualquier persona y aún mejor si lo haces con tus hijos.


  Mensajes con el móvil (5-7 años)


  Igual que en el capítulo anterior sugeríamos utilizar el teléfono móvil para que nuestro hijo nos indicara el número anterior o el siguiente en una serie, ahora podemos utilizar la mensajería para proponerle operaciones, que él resolverá, indicándonos la solución por el mismo canal. La variación de estímulos es interesante.


  Alternativamente, podemos cambiar el rol y que sea él el que nos envíe las operaciones y tenga que corregir nuestros resultados, alguno de ellos erróneo.


  Paseos por la ciudad (5-7 años)


  Esta actividad tan sencilla está al alcance de nuestra mano y es adecuada para los más pequeños. Si en el capítulo anterior nos referíamos a contar los coches rojos que se ven en la carretera, ahora bien podríamos dedicarnos a sumar los números de las matrículas de cada uno de los coches que encontremos a nuestro paso. Uno de los juegos que hacíamos cuando éramos pequeños era encontrar las matrículas que sumaban 20 «porque traía suerte». Está claro que encontrar un coche en esas condiciones no va a influir a la hora de que nos toque la lotería, pero sí hará que, en la búsqueda, practiquemos la suma.


  El juego de la oca (5-7 años)


  Este lo conocemos todos, seguro que tú también jugaste de pequeño, y puede que hasta ya lo hayas estrenado con tu hijo. Además de servirnos para practicar los números del 1 al 63, el juego nos servirá para practicar matemáticas: una posibilidad que tenemos además de avanzar «contando casillas» es sumando al número de la casilla en la que estamos el número que hayamos sacado en el lanzamiento del dado. Así, si estamos en la casilla 17 y sacamos un 3, iremos a parar a la casilla 17 + 3 = 20.


  Otra propiedad interesante que tiene este juego es la situación de las ocas, y ahí difieren distintas versiones del mismo: podemos ver que hay dibujos similares en las casillas 5, 9, 14, 18, 23, 27… ¿Tienen estos números alguna propiedad en común? Cuando dividimos el número de la casilla donde hay una oca entre 9, el resto de la división siempre es 0 o 5.


  Otra posibilidad que tenemos es involucrar sumas y restas en el juego, lanzando 2 dados en lugar de solo uno. Uno de estos dados significará cuánto contamos, y el otro nos señalará si adelantamos o retrocedemos (por ejemplo, si es impar avanzamos: suma, y si es par retrocedemos: resta).


  El juego de la escoba (6-8 años)


  Se juega con una baraja española de 40 cartas y tiene por objetivo sumar 15.


  De esta forma, el niño practica la suma, porque la necesita para el juego. La escoba tiene otros valores añadidos, como desarrollar una estrategia, distinguir unos palos de otros, contar las cartas al final o sumar los puntos del tanteo. Durante el juego también se practican operaciones, puesto que el valor de las figuras se obtiene restando 2 al número que aparece en ellas. Ha habido versiones de este juego con cartas infantiles, lo que prueba el interés de los niños en el mismo. Además, podemos hacer preguntas adicionales como «¿por qué hay que poner cuatro cartas sobre la mesa al principio?» o «¿cuántas rondas (es decir, repartos de 3 cartas) podremos jugar si intervienen 4 jugadores?». Este es un juego adecuado para 2, 3 o 4 jugadores, debido a que 36 (el número de cartas que se reparten) admite división exacta entre cualquiera de esos números. En el siguiente enlace podrás ver cómo se juega.
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  Tarjetas de adivinación (5-7 años)
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    	Piensa un número del 1 al 60.


    	Determina en qué tarjetas está ese número.


    	Suma el número situado arriba, a la izquierda, de cada una de las tarjetas en las que aparece el número pensado.


    	El resultado de la suma es precisamente el número pensado al principio.

  


  La explicación tiene que ver con el sistema binario de numeración: todo número puede expresarse como suma de potencias de 2. Aguarda, porque veremos algo más sobre esto en el siguiente capítulo.


  De vuelta a este, con las tarjetas de adivinación lo que se pretende de inicio es que el niño busque el número pensado por sí solo. El adulto lo adivinará. Pasado el tiempo, el niño será capaz de «adivinar» por sí mismo los números pensados, usando el procedimiento descrito. Lo fundamental de esta actividad es que el niño querrá repetir ese juego de magia a todos sus conocidos, practicando así la suma. Este método es mucho mejor que proponerle listados de operaciones que debe resolver. Aun cuando lo otro es necesario, se le puede explicar que hacer sumas en papel le ayudará a realizar más rápidamente y sin equivocarse este juego de magia.


  Adivinar la carta elegida con operaciones (6-8 años)


  En este juego necesitaremos una baraja de cartas. Como antes, primero serás tú quien realice la actividad con tu hijo, para despertar su curiosidad y llamar su atención. Más tarde le enseñarás a hacer el juego, con la intención de que lo practique y repita. No debemos olvidar que cada vez que lo realice estará practicando con las operaciones matemáticas, de una forma entretenida, y eso es justo lo que andamos buscando.


  
    
  


  
    	Pedimos al niño que coja una carta de la baraja, del 1 al 10, que mire su valor y la esconda.


    	Nosotros cogeremos otra carta: un 9. También la esconderemos.


    	Le pedimos que sume 3 al valor de su carta.


    	Que multiplique por 2 el resultado anterior.


    	Ahora debe restar 4.


    	Multiplicar por 5 el resultado anterior.


    	Y, por último, que reste 1.


    	El resultado será un número de dos cifras. Le diremos que con la última cifra, la de las unidades, ha adivinado el número que habíamos elegido nosotros (un 9) y mostramos nuestra carta. Después le diremos que la cifra de las decenas de su resultado se corresponde precisamente con la carta que había elegido él al principio.

  


  Los dados (7-8 años)


  Introducir un juego con dados de póquer puede no parecer muy adecuado, pero el juego es totalmente inocente. También podría jugarse con dados «normales», pero los cubiletes grandes suelen venir con los dados de póquer.


  Un dado tiene 6 caras. En cada una de las caras de los dados de póquer suele aparecer un punto gordo (el as), una K (el rey), una Q (la dama), una J, unos puntos rojos y unos puntos negros. El juego se presenta con un cubilete y 5 dados.


  En el siguiente enlace incluimos las instrucciones:


  [image: ]


  Para llevar bien el tanteo, el niño estará obligado a sumar y multiplicar, además de contar los elementos que salgan en cada tirada. También tiene que desarrollar una estrategia encaminada a decidir con qué se queda tras la primera tirada. A veces no es tarea fácil.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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          cuatro

        

        	
          

          Potencias y también raíces

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Es imposible dividir un cubo en suma de dos cubos, o una cuarta potencia en suma de dos cuartas potencias, o en general, cualquier potencia superior a dos en dos potencias del mismo grado; he descubierto una demostración maravillosa de esta afirmación. Pero este margen es demasiado pequeño para contenerla.
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  Potencias: nada nuevo bajo el sol (0-99 años)


  Las potencias no implican ningún concepto nuevo: una potencia no es más que una multiplicación repetida. Veremos en este capítulo cómo su estudio es fundamental para simplificar la notación: todos conocemos ya las decenas, centenas, millares… Eso no son más que potencias de 10 (100 = 10 x 10, 1000 = 10 x 10 x 10…). Los tamaños de los archivos de ordenador son potencias de 2. Seguramente tú mismo recordarás ordenadores que tenían una memoria de 16 KB, luego aparecieron los de 32 KB y más tarde los de 128 KB. ¿Ves alguna regularidad en esos números? 16 = 2 x 2 x 2 x 2, 32 = 2 x 2 x 2 x 2 x 2, y así sucesivamente. Los tamaños que hoy tienen los discos externos siguen los mismos números (aunque han cambiado las unidades).


  Los terremotos se miden con una escala que tiene que ver con potencias, la medida de la acidez (el Ph) también tiene que ver con potencias, incluso la calculadora aproxima los resultados internamente utilizando sumas de potencias. Todos estos usos se nos escapan en este momento, pero, al igual que cuando conducimos un coche no nos preocupamos de la mecánica del automóvil, en este capítulo expondremos cómo trabajar con potencias, con el objetivo de que nuestro hijo se sienta cómodo con ellas. Según vaya superando niveles encontrará más aplicaciones de este aparato matemático.


  Calculando potencias (9-11 años)


  Lo acabamos de decir: de la misma forma que una multiplicación es una suma de sumandos repetidos, una potencia es un producto donde todos los factores son iguales. En la enseñanza primaria, los principales usos que se dan a las potencias aparecerán con detalle cuando queramos descomponer un número en factores primos y también cuando expresemos un número natural como suma de sus unidades, decenas, centenas, por ejemplo: 564 = 5 · 100 + 6 · 10 + 4.


  Seguramente ya lo sabes, pero no está de más decirlo: ese punto que ha aparecido entre los números es otro modo de representar la multiplicación. Cuando somos más pequeños usamos el signo x, pero luego las matemáticas se van poniendo interesantes, aparecen las incógnitas, las variables, y como sería un lío hablar por ejemplo de 4 x x = 8, nos sacamos el punto de la manga y lo expresamos de ese otro modo: 4 · x = 8. Y esto ya lo vimos en el capítulo anterior, ¿verdad? Justo: nos basta con una división para ver que esa x aquí es 2. Ahora estamos yendo un paso más allá: sigamos por donde andábamos: el · y la x: en este libro emplearemos tanto una como la otra, para que te familiarices con ambas.


  Así, si a y n son números naturales positivos, se define an como el resultado de multiplicar a por sí mismo n veces:
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  Con la notación anterior, diremos entonces que a es la base y n el exponente. Y leeremos la correspondiente potencia como «a elevado a n».
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  Como caso particular, se tiene que a1 = a.


  Para consolidar este concepto, no hay nada mejor que presentar algunos ejemplos y ejercicios, tanto de desarrollo de potencias como de expresión de un producto con factores iguales como una potencia. Así, para el cálculo de potencias se tiene, por ejemplo:
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  De manera recíproca, si lo que queremos es expresar una multiplicación con factores iguales de forma simplificada, como una potencia, lo escribiremos como el multiplicando elevado al número de repeticiones.
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  Potencias de exponente 0 (9-11 años)


  Aunque el 0 parece inofensivo, muchas de las «excepciones que confirman la regla» ocurren con él. El miedo de los filósofos a aceptar la existencia de la nada se ve motivado con las cosas extrañas que ocurren en torno al 0: Parménides creía que del «no ser» era imposible hablar, y quizá en algún sentido tuviera razón, puesto que ya hemos dicho que no se puede dividir entre 0. Ahora, basándonos en la definición que hemos dado de una potencia, podemos pensar que no tiene ningún sentido hablar de exponente 0: ¿qué significado puede tener calcular un número multiplicado por sí mismo 0 veces? Sin embargo, por cuestiones prácticas resulta necesario hacerlo.


  Así, sea cual sea la base, si el exponente es 0, el resultado de la potencia es 1. Esto es, a0 = 1 para cualquier valor de a.


  Para que el niño se acostumbre a esta definición, sin justificación inicial, basta incluir entre los ejemplos y ejercicios sobre cálculo de potencias algunos ejemplos relativos a potencias de exponente 0 (50, 20…). Acabamos de saltarnos a la torera la norma en la que decíamos que todo debía razonarse. Tranquilos, veremos una justificación muy pronto, al final de este capítulo, cuando hablemos de las operaciones con potencias. De momento, como en las buenas novelas de suspense, te va a tocar esperar…


  Potencias de exponente 2 y 3 (9-11 años)


  Las potencias de exponente 2 y 3 merecen una atención especial debido a su significado geométrico.


  En lugar de leer 52 como «cinco elevado a dos», normalmente se lee como «5 elevado al cuadrado» (o «5 al cuadrado», simplemente). Decir «elevado a dos» no es incorrecto, pero tampoco habitual. El llamar «cuadrados» a las potencias de exponente 2 tiene una razón geométrica muy simple: imaginemos un cuadrado, formado por 5 filas de 5 cuadraditos cada una.
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  El número total de cuadraditos contenidos en él es 5 · 5 = 52.


  De forma análoga, podríamos razonar por qué la potencia 53 se lee «cinco al cubo». Al finalizar el capítulo incluiremos una actividad sobre ello.


  Potencias de base 10 (10-12 años)


  En la introducción al capítulo nos referíamos a las potencias de 10: centenas, millares… Nuestro sistema de numeración se basa en ellas, y trabajamos con estos números de modo natural. No es casual.


  En 1977, Ray y Charles Eames prepararon un documental para IBM, titulado precisamente Potencias de 10. Es uno de los vídeos científicos más famosos que existen y presenta la Tierra vista desde diferentes distancias. Cada 10 segundos se mueve el punto de vista de la cámara, alejándose 10 veces (acercándose, en la segunda parte del vídeo). Es muy sencillo encontrarlo escribiendo el título en el buscador de YouTube. Realmente merece la pena verlo para darse cuenta de las diferentes magnitudes. Nuestro hijo podrá percibir la importancia de estos números tan sencillos de calcular y escribir.


  Las potencias de base 10 son muy fáciles de calcular. Por ejemplo:
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  El resultado consiste en un 1 seguido de cuatro ceros, tantos como el exponente de la potencia. Así, el niño ve que está chupado trabajar con estas potencias: 10n es igual a 1 seguido de n ceros.


  Expresión decimal de un número natural usando potencias de base 10 (10-12 años)


  Un número natural consta de unidades, decenas, centenas, millares…, que corresponden con sus cifras. Es muy sencillo y podemos aprender esto hasta viendo sorteos de lotería o del cupón de la ONCE (casi es el único lugar donde se nombran los números haciendo referencia a las decenas de millar, unidades de millar, centenas…). El que el número se pueda nombrar de esa forma equivale a poder expresarlo como una suma de sus cifras multiplicadas por 1, 10, 100, 1000… Como estas cantidades se expresan como potencias (1 = 100, 10 = 101, 100 = 102, 1000 = 103), todo número natural podrá escribirse como una suma donde en cada sumando aparece una potencia de base 10. Por ejemplo:
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  aunque como 100 = 1 (igual que todas las potencia de exponente 0, como hemos visto), no se suele añadir este factor y para 101 simplemente escribimos 10. Así, escribiríamos la descomposición:
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  Otro ejemplo: 7084 = 7 · 103 + 0 · 102 + 8 · 10 + 4. ¡Fácil!


  Raíces cuadradas y raíces cúbicas (12-14 años)


  Al igual que la resta podía pensarse como la operación inversa de la suma, y la división como la operación inversa de la multiplicación, la potenciación también tiene una operación inversa: la extracción de una raíz. Es una operación matemática muy antigua y documentada, ya que uno de los textos más antiguos en los que aparecen matemáticas, el Papiro de Ahmes (1650 a. C.), contiene una referencia a las raíces cuadradas, lo que prueba que esta operación ya la conocían y utilizaban los egipcios.


  Raíces y potencias son operaciones inversas. Por ahora solamente nos ocuparemos de raíces cuadradas y cúbicas de los llamados «cuadrados perfectos» y «cubos perfectos», esto es, números que son cuadrados y cubos, respectivamente. Diremos que b es la raíz cuadrada de a si b2 = a y escribiremos:
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  De este modo, tenemos que
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  Diremos que b es la raíz cúbica de a si b3 = a. De modo equivalente, escribiremos:
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  Análogamente a como hemos trabajado con las raíces cuadradas, podemos proceder con las raíces cúbicas:
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  Cuando trabajes con tu hijo los ejercicios sobre raíces cuadradas y cúbicas, no te conformes solo con el resultado, pide también la justificación, como aparece en los ejemplos.


  Cómo calcular raíces cuadradas de números más grandes (12-99 años)


  Existe un procedimiento para el cálculo de raíces cuadradas: podríamos referirnos a él con el sobrenombre «el olvidado», ya que todo el mundo sabe que existe, pero nadie recuerda cómo es. A pesar de que muchos piensan que es una simple receta, tiene una interpretación geométrica muy bonita (que no presentaremos en este libro por cuestiones de espacio). Eso justifica que este algoritmo deba aprenderse.


  Hagamos un rápido recorrido por este procedimiento, incluyendo un ejemplo.


  Supongamos que queremos calcular la raíz cuadrada del número 128 164. En primer lugar situaremos el número debajo de una raíz, y empezando por las cifras de las unidades, separaremos sus cifras en bloques de dos en dos.
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  Ahora, buscamos un número tal que al multiplicarlo por sí mismo, el resultado se aproxime lo máximo sin superar el valor del primer bloque de la izquierda, en este caso 12: 1 · 1 = 1, 2 · 2 = 4, 3 · 3 = 9, 4 · 4 = 16, nos hemos pasado. Así, el número buscado es 3, lo situamos en la parte superior derecha, e incluimos la multiplicación 3 x 3 = 9 abajo, el resultado 9 en la parte izquierda, realizando la resta. Después de esto añadimos a este resultado el segundo bloque de números: 81.
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  En el segundo paso, escribimos en la parte inferior derecha el doble del número que aparece en la parte superior: 2 x 3 = 6, seguido de __ x __ = , y en los dos huecos debemos escribir el mismo número de forma que el resultado sea lo más próximo a 381 sin superarlo, luego tendríamos las opciones: 60 x 0 = 0, 61 x 1 = 61, 62 x 2 = 124, 63 x 3 = 189, 64 x 4 = 256, 65 x 5 = 325, 66 x 6 = 396 (no es necesario empezar desde 0, podemos hacer una estimación del valor que pondríamos en el hueco e ir probando). Así, el número buscado es 5, lo situamos en la parte superior derecha, incluimos la multiplicación 65 x 5 = 325 abajo, y escribimos el resultado en la parte izquierda realizando la resta. Ahora bajamos el nuevo bloque: 64.
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  En el tercer paso procedemos de la misma forma: calculamos el doble del elemento de la parte superior derecha, buscamos un número para incluir en los huecos 70__ x __ = , de forma que el resultado sea lo más cercano a 5664 sin pasarnos, 707 x 7 = 4949, 708 x 8 = 5664. ¡Genial, hemos obtenido exactamente el valor que buscábamos!
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  Esto significa que la raíz cuadrada es exacta y tenemos un valor tal que al elevarlo al cuadrado da 128 164. Ese valor es 358. Así:
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  Por supuesto, muchas raíces no son exactas. En esos casos, al igual que para las divisiones, obtendremos en el último paso un resto en la parte izquierda. Así, el resultado será una aproximación, y al calcular el cuadrado de esta nos faltará sumarle dicho resto para llegar al valor del cual queríamos calcular la raíz cuadrada.


  Por plantearlo sobre un ejemplo, si calculamos la raíz cuadrada de 11 027 obtendríamos:
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  Esta raíz no es exacta y 105 sería un resultado aproximado. Esto significa que al hacer el cuadrado de 105 faltan 2 para llegar al valor inicial:
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  Para raíces cuadradas no exactas, podemos seguir con el proceso e ir añadiendo cifras decimales al resultado hasta obtener una mejor aproximación de la raíz cuadrada, pero eso ya lo veremos en un capítulo posterior. Cada cosa a su tiempo…


  
    
      
        	
          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Más matrículas: R[image: ]m[image: ]nujan (9-12 años)


  Anteriormente ya hemos hablado de cómo aprovechar los paseos por la calle para practicar operaciones matemáticas con las matrículas de los coches. Podemos también practicar el cálculo de los cuadrados o cubos de los números que veamos o combinar diferentes operaciones y sumar los cuadrados de cada uno de los cuatro números que componen una matrícula.


  Podría darse el caso de que nuestro hijo tuviera la capacidad del matemático indio Sriniv[image: ]sa Aiyang[image: ]r R[image: ]m[image: ]nujan (1887-1920), quien, nacido y criado en una familia pobre, se formó de manera autodidacta e inició investigación en campos de la matemática que en este momento tienen mucha aplicación. R[image: ]m[image: ]nujan viajó a Londres invitado por el matemático Godfrey Harold Hardy, pero el clima británico no le sentó nada bien y estuvo hospitalizado. Un día Hardy fue a verle:


  —Estoy triste y desilusionado, hay números que no son interesantes —le dijo el bueno de Hardy para iniciar la conversación—. Por ejemplo, he venido aquí en un taxi con la matrícula 1729. Es un número aburrido y no veo interés alguno en él.


  Sin embargo, R[image: ]m[image: ]nujan, a pesar de su enfermedad, le replicó bien deprisa:


  —No, Hardy, no. Es un número muy curioso. Es el número más pequeño que se puede descomponer de dos maneras distintas como suma de dos cubos positivos.


  Efectivamente:


  1729 = 93 + 103 = 13 + 123


  Quizá tengamos un pequeño R[image: ]m[image: ]nujan en casa y todavía no nos hayamos dado cuenta. Por si acaso, ¡a probar con matrículas por la calle!


  Con potencias de 2 (9-11 años)


  Coge una tira de 30 cm de largo por 5 cm de ancho y dóblala por la mitad. Desdobla y cuenta el número de partes en las que ha quedado dividida. Apunta esos resultados en una tabla. Coge otra cinta igual y dóblala como antes. En esta situación, dóblala por la mitad de nuevo (i. e., la habrás doblado dos veces), despliega y observa el resultado. Escribe en la tabla el número de partes que se ven. Toma una tercera tira y pliégala 3 veces. Como antes, anota lo que ves. (Todo este proceso podría realizarse con la misma cinta siempre que no se cree confusión con tanta doblez.)


  El resultado tras 7 dobleces se resume en la siguiente tabla:


  
    
      
        	
          

          VECES QUE SE DOBLA

        

        	
          

          DIVISIONES DE LA TIRA

        
      


      
        	
          

          1

        

        	
          

          2

        
      


      
        	
          

          2

        

        	
          

          4

        
      


      
        	
          

          3

        

        	
          

          8

        
      


      
        	
          

          4

        

        	
          

          16

        
      


      
        	
          

          5

        

        	
          

          32

        
      


      
        	
          

          6

        

        	
          

          64

        
      


      
        	
          

          7

        

        	
          

          128

        
      

    
  


  Si siguiéramos doblando la cinta, ¿se te ocurre qué queda? ¿Ves alguna pauta?


  Los números de la columna derecha se reconocen como potencias de 2: 2, 4, 8… ¿Cuál vendría después? Y si doblamos 10 veces, ¿en cuántas partes dividiríamos la cinta?


  No vamos a poder hacer muchos más dobleces, porque la tira cada vez será más gruesa, el papel cada vez menos elástico y cada vez nos iba a hacer falta más fuerza para seguir doblando. A lo mejor, en vez de con una tira se prefiere empezar con un folio e ir doblándolo por la mitad tantas veces como queramos. Veremos cómo en seguida aumenta el grosor del doblez. El «crecimiento potencial» se asociará siempre a un crecimiento muy rápido.


  Dados y cubos: potencias de exponente 3 (9-11 años)


  Para esta actividad necesitamos muchos dados o cubos pequeños. Por una parte, es divertido armar un cubo sin que se nos caiga y, por otra, podremos contar las piezas que lo componen.


  Con 8 dados podemos construir un cubo cuyas caras tienen 2 unidades de lado. Conseguir los dados es fácil y barato: basta con comprar dos cajas de cubiletes en cualquier bazar. Con 27 dados podríamos hacer un cubo cuyas caras serían cuadrados con 3 unidades de lado cada uno de ellos. Para hacer un cubo cuya arista mida 4 unidades se necesitarían 64 dados pequeños. Con un juego de construcciones se puede conseguir algo muy parecido. El problema vendría en la construcción del cubo cuya arista tiene 5 unidades, ya que requeriría ¡125 dados!, y mucha paciencia para armarlo sin que se desmontase.


  ¿Cuántos dados necesitaríamos para hacer un cubo con arista 10?


  El problema del nenúfar (9-10 años)


  Este es un buen ejemplo para comprender el significado de las potencias y lo rápido que crecen:


  Un hombre deja un nenúfar en un estanque el 1 de mayo. Supongamos que el nenúfar crece de tal modo que cada día cubre el doble de extensión que el día anterior. Si el estanque queda totalmente cubierto el 11 de mayo, ¿qué día estará cubierta exactamente la mitad del estanque? (También se puede «jugar» con diferentes hipótesis: imaginando que cada día cubre el triple de lo anterior o cuatro veces lo que estaba cubierto.)


  Obviamente, la respuesta al primero de los problemas es que la mitad del estanque se cubre el 10 de mayo. En efecto, nos dicen que cada día cubre el doble que el día anterior. Como se cubre por completo el 11 de mayo, medio estanque se cubrirá el día anterior, esto es, el 10 de mayo.


  Lo interesante es ver el comportamiento de las potencias.


  el 1 de mayo se cubre una cierta cantidad: x


  el 2 de mayo se cubre el doble que el día anterior: 2x


  el 3 de mayo se cubre el doble que el día anterior: 2 · 2x = 22x


  el 4 de mayo se cubre el doble que el día anterior: 2 · 22x = 23x


  Siguiendo esta pauta, se tendrá que


  el 10 de mayo se ha cubierto 29x


  y que el 11 de mayo se ha cubierto 210x


  Ahí se ve, usando otro procedimiento, que la mitad del estanque se ha cubierto el 10 de mayo.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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          capítulo


          cinco

        

        	
          

          Divisibilidad: repartiendo por igual

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Los números primos solo son exactamente divisibles por 1 y por sí mismos.
        

      

    

  


  
    
      
        
          Ocupan su sitio en la infinita serie de los números naturales.
        

      

    

  


  
    
      
        
          Son números solitarios, sospechosos, y por eso

          encantaban a Mattia, que unas veces pensaba

          que en esa serie figuraban por error.
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  La importancia de la divisibilidad (0-99 años)


  En este capítulo trataremos la divisibilidad de números, concepto muy relacionado con la división. De hecho, la divisibilidad se corresponde con las divisiones de resto 0, esto es, con el reparto exacto donde no sobra nada.


  La divisibilidad es la base de la teoría de números, parte de las matemáticas cuyo estudio se remonta a la Antigüedad, y tiene infinidad de aplicaciones prácticas: se emplea, por ejemplo, en criptografía, en el uso de códigos como los códigos de barras de los productos que compramos, los CD y DVD o los formatos mp3, jpeg, divx para archivos de sonido, imagen o vídeo, etcétera.


  Tampoco necesitamos ir a las nuevas tecnologías para tropezarnos con la divisibilidad: está muy presente en los ritmos en música: el modo en el que se dan palmas en el flamenco o cómo marcan la melodía los compases. Incluso hay ritmos africanos a los que se ha llegado sin pensarlo, que no siguen reglas de divisibilidad exacta, pero mantienen una cierta lógica. Si tu hijo estudia música, relacionarla con las matemáticas será de mucha ayuda, puesto que aumentará su motivación. El profesor Paco Gómez, de la Universidad Politécnica de Madrid, publica todos los meses una entrada en la página de divulgación de la Real Sociedad Matemática Española y en ella ha tratado estos temas. Merece la pena echar un vistazo.


  ¿Es divisible? (11-13 años)


  Una bandeja de buñuelos trae 12. Es una suerte: podemos repartirlos de modo exacto para 2, 3, 6 o 12 comensales, ya que 12 es divisible por todos los números que acabamos de citar. Sin embargo, si en la mesa fuésemos 5, a cada uno le tocarían 2 buñuelos y sobrarían otros 2 al final: 12 no es divisible por 5. La baraja española (de 40 cartas) o la francesa (de 52) están pensadas para 4 jugadores: al repartir las cartas no sobra ninguna.


  Como ya hemos anticipado al principio, se dice que un número a distinto de 0 es divisible por b si al dividir o repartir a entre b no nos sobra nada, esto es, que al realizar la división el resto obtenido es 0.
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  Así, se tiene que si a es divisible por b y c es el cociente, se cumple la igualdad:


  a = b · c


  y se tiene entonces que a es divisible por b si existe un número c tal que a = b · c, y para encontrar ese c, tenemos la opción de realizar la división.


  Evidentemente, un número siempre va a ser divisible por 1 y por él mismo.


  Es fundamental que el niño no solo indique si un número es divisible por otro, sino que además explique por qué ocurre esto. Así, convendría que realizaseis actividades donde se indique si un número es divisible por otro; en caso afirmativo, que encuentre el factor correspondiente; y en caso negativo, que indique que no lo es, ya que el resto de la división correspondiente no es 0:


  12 es divisible por 4, ya que 12 = 4 x __


  24 es divisible por 6, ya que 24 = 6 x __


  21 no es divisible por 5, ya que al realizar la división de 21 entre 5 no es exacta y obtenemos de resto 1.


  Múltiplo y divisor (11-13 años)


  Los yogures se venden casi siempre en envases de 4, 8 o 16 unidades. ¿Y eso por qué? ¿Es una manía de los fabricantes? Lo más probable es que responda a criterios de producción, pero el hecho está ahí: podemos ayudar a nuestro hijo a aprender los múltiplos de 4 contando los yogures que tiene un pack.


  Ahora trabajaremos con los conceptos de múltiplo y divisor, aunque estos no son más que dar alguna vuelta al concepto de divisibilidad. Si a es divisible por b, diremos que a es un múltiplo de b o que b es un divisor de a. Como ves, no son más que tres formas de decir lo mismo.


  Trabajemos un poco con múltiplos y divisores.


  1. Calcular el conjunto de múltiplos de un número se reduce a multiplicar dicho número por 2, 3, 4, 5, 6…, y así sucesivamente hasta obtener el número de múltiplos deseados.


  Observemos que los múltiplos de un número no son más que los resultados de su «tabla de multiplicar». Así, para obtener el conjunto de múltiplos simplemente tenemos que considerar el número en cuestión e ir sumando de manera sucesiva dicho número.
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  El conjunto de múltiplos de 5 es {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35…}. Probad con más números, ¡es muy sencillo!


  2. Para obtener los divisores de un número, simplemente hemos de ir probando desde el 1 hasta llegar a él. Para números grandes este método llega a ser inviable. De hecho, la seguridad de nuestras cuentas bancarias y el uso de la firma electrónica se basan en la dificultad que existe para obtener los divisores de un número. ¿No es sorprendente que algo tan simple tenga implicaciones tan importantes?


  Observemos que todo número distinto de 0 y 1 tiene siempre, por lo menos, dos divisores: 1 y él mismo.


  Así, para obtener los divisores de 12, probaríamos uno a uno con los números menores que 12 hasta llegar a que su conjunto de divisores es {1, 2, 3, 4, 6, 12}.


  1 euro consta de 100 céntimos de euro. Todas las monedas fraccionarias utilizan números que son divisores de 100. En efecto, las monedas son de 1, 2, 5, 10, 20 y 50 céntimos. ¿Os imagináis el lío que se montaría si tuviésemos que usar una moneda de 7 céntimos? Ahí está la importancia de que todas las monedas fraccionarias consistan precisamente en divisores de 100.


  Números primos: la criba de Eratóstenes (11-13 años)


  En el apartado anterior hemos visto que un número natural distinto de 0 y 1 siempre tiene por lo menos dos divisores: 1 y él mismo. Se dice que un número distinto de 0 y 1 es un número primo si únicamente tiene esos dos divisores: 1 y él mismo.


  A bote pronto, un primer procedimiento para ver si un número es primo o no parte de probar con los que son menores que él para calcular su conjunto de divisores. Si vemos que el número únicamente es divisible por 1 y por él mismo, será primo. En otro caso no lo será. Aunque el método es efectivo para los números que trabajará el niño, para números grandes resulta completamente inviable (cuando en matemáticas no queda más remedio que utilizar un razonamiento de ese tipo nos referimos a él con el término de fuerza bruta).


  Desde la Antigüedad existe un procedimiento para la obtención de un listado de números primos, conocido como la criba de Eratóstenes, en honor del matemático griego Eratóstenes de Cirene (276-194 a. C.). Eratóstenes trabajó en diferentes campos, incluida la poesía, pero no llegó a ser el primero en ninguno de ellos, y justo por eso le apodaron Beta (la segunda letra del alfabeto griego, que también se utilizaba para representar el número 2): con ese apodo indicaban que era el segundo mejor en todos los campos en los que trabajaba. Una de sus contribuciones matemáticas fue la estimación de la longitud de la esfera terrestre. También escribió un tratado sobre la comedia y fue un estudioso de la vida de Homero. Todos deseamos que nuestro hijo sea el primero, pero bueno, la segunda posición también es de podio, y a decir verdad, hoy a Eratóstenes se le recuerda más que a algunos que le superaron en su día en según qué áreas.


  Volviendo a la criba, partiremos de un listado completo de números desde el 2 hasta un cierto valor, aquí hemos considerado hasta llegar al 100.


  Empezamos por el 2, y a partir de él vamos tachando todos sus múltiplos; esto es, iremos tachando todos los números desde el 2, de dos en dos.
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  Luego nos tocaría trabajar con el 3: tachamos los múltiplos de 3; esto es, empezando desde el 3, iremos tachando números, de tres en tres.
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  Siguiendo ese procedimiento a partir de cada uno de los números no tachados, iremos generando el listado ordenado de números primos. Este se irá formando por aquellos números que queden sin tachar: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97…
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  Es difícil saber a priori si un número es primo o no lo es. Con la práctica, el niño irá recordando sin pensar cuáles son los números primos más pequeños. Por supuesto, no tiene sentido ponerse a memorizar la tabla: él va a saber que 2, 3, 5, 7, 11 y 13 son primos, y si aparece alguno mayor, se comprueba que lo es.


  ¿A que no sabías que los números primos aparecen hasta en títulos de canciones famosas? Vetusta Morla tiene una titulada «Canción número 13». En la banda sonora de la serie 7 Vidas sale el número 7, que es primo, y en la de la película Origen, uno de los temas compuestos por Hans Zimmer es «528 491», que también es un número primo. Pero quizá el mayor número primo que aparece en una canción es 8 675 309, en el tema «867-5309/Jenny», de Tommy Tutone. Puedes jugar con tu hijo a hacer algo parecido. A lo mejor algún día escucháis algún primo mayor que estos en alguna melodía.


  Criterios de divisibilidad (11-13 años)


  No es broma: en la bandeja del correo electrónico en este momento tenemos 7777 mensajes. Un número bonito. Ese número es divisible por 7 (eso es obvio), también por 11 (nos lo dice un criterio de divisibilidad) y por 101 (lo que nos ha quedado como cociente, tras hacer las dos divisiones anteriores), que es primo:


  7777 : 7 = 1111 → 1111 : 11 = 101


  ¿No parece sorprendente que un número tan bonito tenga solo 3 divisores primos?


  En matemáticas, resulta útil observar pautas que se repiten constantemente. Eso ocurre en el caso de la divisibilidad. En la práctica, nuestro interés se va a centrar en ver si un número cualquiera es divisible por un número primo, y para algunos primos existen algunos criterios muy sencillos que permiten comprobarlo sin tener que realizar la división (¿no parece cosa de magia?). Los criterios que va a estudiar nuestro hijo son:


  
    
  


  
    	Un número es divisible por 2 si y solo si es par, esto es, la cifra de las unidades es 0, 2, 4, 6 u 8: por tanto, 8, 12, 102, 1036 son divisibles por 2, mientras que 9, 17, 35 o 1001 no son divisibles por 2.


    	Un número es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es divisible por 3: así, 711 es divisible por 3, ya que 7 + 1 + 1 = 9, que lo es, mientras que 2345 no es divisible por 3, ya que 2 + 3 + 4 + 5 = 14, que no lo es.


    	Un número es divisible por 5 si su cifra de las unidades es 0 o 5: así, tenemos que 345, 540, 482 085 son divisibles por 5, mientras que 323, 4901 o 32 274 082 no lo son.


    	Para ver si un número es divisible por 11, seguimos el siguiente procedimiento partiendo desde las cifras de las unidades:

      
        	Calculamos la suma de las cifras que ocupan las posiciones impares empezando por las unidades.


        	Calculamos la suma de las cifras que ocupan las posiciones pares.


        	Restamos el mayor menos el menor de los números obtenidos en los pasos anteriores y en el caso de empate, restamos ambos obteniendo 0.


        	El número inicial es divisible por 11 si y solo si el resultado obtenido en el paso anterior es 0 o un número divisible por 11.

      

    

  


  Ilustrémoslo con ejemplos:
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  Probablemente habrás advertido que en la lista de criterios de divisibilidad que hemos presentado no está el correspondiente al número primo 7. Aunque existe un criterio tal, no suele presentarse en el programa escolar porque no es tan eficiente como los anteriores. Por eso, para ver si un número es divisible por 7, directamente realizaremos la división.


  Por otra parte, también se pueden formular criterios de divisibilidad por números que no son primos. Ahí van algunos:


  
    
  


  
    	Un número es divisible por 6 si y solo si lo es por 2 y 3.


    	Un número es divisible por 10 si y solo si su cifra de las unidades es 0.


    	Un número es divisible por 4 si y solo si sus dos últimas cifras constituyen un múltiplo de 4.


    	Un número es divisible por 9 si la suma de las cifras que lo componen es 9 o múltiplo de 9.

  


  Descomposición en factores primos (11-13 años)


  Uno de los resultados básicos y más importantes de la divisibilidad es el teorema fundamental de la aritmética. A pesar de este rimbombante nombre, se puede enunciar en pocas palabras: «Todo número mayor que 1 puede expresarse de forma única como producto de potencias de números primos». Este resultado significaría que los números primos jugarían el papel de los átomos en la materia.


  El método para obtener la descomposición en factores primos de un número es muy sencillo, ya verás. Para conseguirlo vamos a partir del listado de números primos en orden creciente, el mismo que vimos antes: 2, 3, 5, 7…


  Tu hijo y tú vais a trabajarlo juntos, así que escribid el número y a la derecha una línea vertical. Luego probamos hasta encontrar el primer número primo que lo divide, y cuando lo encontramos, lo anotamos en la parte derecha, realizamos la división y escribimos el resultado en la parte izquierda. Ahora trabajamos con este nuevo número y partiendo del primo anterior (incluido este), probamos el primer número primo que lo divide, lo escribimos en la parte derecha y el resultado en la parte izquierda. Y continuamos del mismo modo hasta llegar a que el resultado de la división es 1.
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  Entonces la descomposición en factores primos de nuestro número sería el producto de todos los números primos que aparecen en la vertical derecha agrupando potencias de la misma base: 1176 = 23 · 3 · 72.


  El gordo de la lotería de Navidad de 2011 fue el 58 268. ¿Era primo o no? ¿Cuáles eran sus divisores? Según lo que vimos en el apartado anterior, es divisible por 2, así que no es primo. Puedes jugar con tus hijos a ver qué divisores y qué factores primos tienen los números con los que te encuentras en el día a día.


  Máximo común divisor y mínimo común múltiplo de un conjunto de números (11-13 años)


  En El enigma de Fermat, Simon Singh nos cuenta cómo en la naturaleza aparecen problemas relacionados con los múltiplos: las cigarras Magicicada septendecim poseen un ciclo vital de 17 años, el más largo conocido de entre todos los insectos. Su vida comienza bajo tierra, donde las ninfas se alimentan del jugo de las raíces de los árboles. 17 años después, las cigarras adultas salen a la superficie y, a modo de plaga, llenan el paisaje para, en muy pocas semanas, aparearse, poner los huevos y morir. Se piensa que esta peculiaridad se debe a que había un parásito, también con un ciclo vital largo, que afectaba a la cigarra. Si el parásito tuviese un ciclo vital de 15 años, la primera vez que cigarra y parásito coincidirían en el tiempo sería a los 255 años —porque mcm (15, 17) = 255—, con lo que es muy probable que el parásito, que no ha podido convivir con las cigarras en dos siglos y medio, haya acabado extinguiéndose.


  Sin embargo, si los ciclos vitales de cigarra y parásito hubieran sido, por ejemplo, de 12 y 8 años respectivamente, coincidirían en el tiempo, por primera vez, en el menor de los múltiplos comunes a 12 y 8, esto es, a los 24 años, con lo que el parásito habría podido acabar con la población de cigarras. Curioso, ¿verdad? Galileo llevaba razón cuando decía que los números son el lenguaje en el que están escritas las páginas de la naturaleza.


  En este apartado introducimos dos conceptos asociados a un conjunto de números naturales: el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo. Estos aparecen en situaciones diarias de nuestra vida y en cuanto nos hayamos familiarizado con ellos presentaremos algún ejemplo.


  Verás que sus nombres describen completamente en qué consisten:


  Máximo común divisor de un conjunto de números: es el mayor de entre todos los divisores comunes a esos números. Para calcularlo, se obtienen los divisores de cada uno de ellos y elegimos el mayor que aparece en todas esas colecciones. El máximo común divisor de a y b se escribe como mcd (a, b).


  Por ejemplo, si quieres calcular el máximo común divisor de 12, 18 y 30...
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  Para recordarlo es muy simple: el nombre nos lo dice. En el ejemplo anterior, ¿puede ser 2 el máximo común divisor? No, puesto que 3 también es un divisor común y es mayor que 2. En realidad, no hay más truco que pensar e interpretar los nombres que aparecen.


  Mínimo común múltiplo de un conjunto de números: es el menor de entre todos los múltiplos comunes a los números dados. Para calcularlo, debemos obtener ordenadamente los múltiplos de cada uno de los números que intervienen hasta que salga uno que aparezca en todas esas listas, es decir, el primero que sea común a todos ellos. El mínimo común múltiplo de los números a y b se escribe como mcm (a, b).
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  Este último ha costado un poco, ¿verdad? Nos ha tocado calcular listas de números, ¡no todo va a salir rápidamente! Pero al final tenemos la respuesta: mcm (12, 18, 30) = 180.


  Como hemos visto, prestando atención a las palabras que aparecen en «máximo común divisor» y «mínimo común múltiplo», hemos sido capaces de calcularlos: esto es, hemos podido hacer matemáticas. Sin embargo, en el mínimo común múltiplo nos ha costado un poco generar las listas de múltiplos de los números involucrados, y eso que eran tres números pequeños, ¡imagina si llegan a ser muy grandes! Por tanto, será bienvenido un procedimiento que permita agilizar el cálculo.


  Los métodos que se trabajan en educación primaria y secundaria se basan en la descomposición en factores primos de cada uno de los números y se tiene que


  
    
  


  
    	El máximo común divisor es el producto de los factores comunes elevados al menor exponente.


    	El mínimo común múltiplo es el producto de todos los factores, comunes y no comunes, elevados al mayor exponente.

  


  Seguro que con un ejemplo queda muchísimo más claro:


  Calculemos el mcm (45, 60, 75).


  Factorizando:
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  Para el mcd:
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          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Practicar los criterios de divisibilidad paseando (11-12 años)


  Cuando tratamos el aprendizaje de los números ya hablamos de las matrículas de los coches como fuente generadora de números. De nuevo, aprovechémoslas ahora para practicar los criterios de divisibilidad. De hecho, nosotros los autores ya lo hacíamos de pequeños, y todavía al ver una matrícula, analizamos de forma inconsciente si el número es divisible por 3 o por 11.


  La cifra de la suerte (11-13 años)


  El planteamiento de esta actividad es muy sencillo: pregunta a tu hijo cuál es su número favorito (tiene que ser un número entero, del 0 al 9), pídele que multiplique ese número por 9 y después que multiplique el resultado por 12 345 679. Obtendrá algo sorprendente, ya que


  12 345 679 x 9 x 1 = 111 111 111


  12 345 679 x 9 x 2 = 222 222 222


  12 345 679 x 9 x 3 = 333 333 333


  12 345 679 x 9 x 4 = 444 444 444


  12 345 679 x 9 x 5 = 555 555 555


  12 345 679 x 9 x 6 = 666 666 666


  12 345 679 x 9 x 7 = 777 777 777


  12 345 679 x 9 x 8 = 888 888 888


  12 345 679 x 9 x 9 = 999 999 999


  La razón por la que esto ocurre es porque el curioso (y fácil de recordar) número 12 345 679 es un divisor de 111 111 111, tal como se desprende de la primera de las multiplicaciones en la lista de arriba. Si queremos seguir jugando con el número, podríamos intentar descomponerlo totalmente en factores primos, pero nos costaría, ya que solo tiene dos: 12 345 679 = 37 · 333 667. ¿No es un número estupendo?


  El 1089 (11-14 años)


  Este juego ayudará a practicar algunas operaciones matemáticas, al mismo tiempo que se obtiene un resultado sorprendente.


  Escribe un número de tres cifras diferentes (por ejemplo, 123) y escribe ese número «al revés» (en nuestro ejemplo, 321). De esos dos números, resta el mayor menos el menor (321 – 123 = 198). Escribe ahora «al revés» el último resultado (si escribimos al revés 198, nos queda 891). Por último, suma los dos últimos resultados (198 + 891). El resultado siempre será 1089.


  Esta actividad podemos plantearla como un juego de magia, en el que vamos a ser capaces de adivinar el resultado final. Podemos pedir a nuestro hijo que descomponga en factores primos este número, y le resultará 1089 = 32 · 112.


  Campanas (11-14 años)


  Hay muchos problemas que se resuelven utilizando el mínimo común múltiplo. Un ejemplo típico es el de sucesos que ocurren con una periodicidad fijada, como en el siguiente problema:


  La iglesia de un pueblo tiene 3 campanas: una roja, que toca cada 20 minutos; otra azul, que toca cada 30 minutos; y otra verde, que toca cada 45 minutos. Si acaban de tocar las tres campanas a la vez, ¿cuánto tardarán en volver a hacerlo?


  En este problema debemos observar que la campana roja toca en los tiempos (expresados en minutos) que son múltiplos de 20, la azul en los múltiplos de 30 y la verde en los múltiplos de 45. Las tres campanas tocarán juntas en los tiempos que son múltiplos de 20, 30 y 45 a la vez (esto es, en los múltiplos comunes). La primera vez que esto ocurra será en el menor de todos esos múltiplos comunes, esto es, en el tiempo dado por el mínimo común múltiplo de 20, 30 y 45.


  Así, calculando este valor del modo expuesto anteriormente, tenemos que


  mcm (20, 30, 45) = mcm (2² · 5, 2 · 3 · 5, 3² · 5) = 2² · 3² · 5 = 180


  Es decir, volverán a tocar las tres campanas a la vez pasados 180 minutos: justo 3 horas más tarde.


  Todavía más magia (11-14 años)


  Pide a tu hijo que, sin que tú lo veas, escriba todos los números del 0 al 9 y que luego, utilizando una vez cada uno de ellos, escriba dos números. Pueden ser los dos de cinco cifras, uno de siete y uno de tres o como él quiera (por ejemplo, 467 012 y 3985). A continuación, debe sumar esos dos números y rodear una cifra de ese resultado, que no sea un 0. Por último, le pedirás que te diga, uno a uno y despacio, el resto de las cifras que aparecen en el resultado (insiste, por si acaso, en que no te diga la que ha rodeado con un círculo). Inmediatamente sabrás cuál es la cifra que no te ha dicho.


  La razón es muy simple: como hemos utilizado todos los números del 0 al 9 (cuya suma es 45, múltiplo de 9), el resultado de la suma a la fuerza tiene que ser un múltiplo de 9. Para calcular la cifra «elegida», lo que debes hacer es ir sumando los números que tu hijo te dice en el juego, y luego solo tendrás que ver cuánto falta hasta el múltiplo de 9 más cercano. Por ejemplo:


  
    
  


  
    	Sumamos: 467 012 + 3985 = 470 997 (que, en efecto, es múltiplo de 9)


    	Pongamos que tu hijo ha rodeado uno de los sietes y te va leyendo los demás números. Así que vamos sumando: 4 + 0 + 9 + 9 + 7 = 29


    	¿Cuál es el primer múltiplo de 9 mayor que 29? 36


    	¿Y cuánto le falta a 29 para alcanzar esa cifra? 36 – 29 = 7

  


  ¡Justo la cantidad que había rodeado tu hijo!


  Cuando tú hagas esta actividad con él, le servirá para que practique las sumas. Cuando sea él quien haga este juego a otros familiares o a sus amigos, practicará los múltiplos de 9 y las restas. En cualquier caso, disfrutará con ello y aprenderá matemáticas de una forma amena.


  La prueba del 9 (11-14 años)


  Hace ya algunos años, cuando el uso de las calculadoras de bolsillo no era generalizado, se utilizaba bastante la conocida como prueba del 9 para comprobar si nuestras operaciones matemáticas estaban bien hechas. Esta prueba permite detectar errores cuando realizamos operaciones, aunque no indica dónde nos hemos equivocado: es lo que en matemáticas llamamos un detector, no un corrector de errores. Su fundamento es justo el mismo que el de la actividad anterior: la divisibilidad por 9.


  (Solo como nota, señalemos que no es infalible: puede haber casos en los que el procedimiento no indique ningún error y sin embargo el resultado sea incorrecto. Aun así, tiene un porcentaje alto de acierto.)


  Veamos cómo se aplica a una multiplicación como esta: 791 x 434 = 343 294.


  En primer lugar, asociamos a cada uno de los elementos de la multiplicación (factores y producto) un número de una sola cifra del modo siguiente: sumamos sus dígitos, y así sucesivamente hasta que quede un número. De este modo:


  791 → 7 + 9 + 1 = 17 → 1 + 7 = 8


  434 → 4 + 3 + 4 = 11 → 1 + 1 = 2


  343 294 → 3 + 4 + 3 + 2 + 9 + 4 = 25 → 2 + 5 = 7


  Si la multiplicación está bien hecha, el resultado de multiplicar los números asociados a cada uno de los factores coincide con el número asociado al primer resultado. En efecto:


  8 x 2 = 16 → 6 + 1 = 7,


  que coincide con el número asociado al resultado de la multiplicación.


  También podemos usar este procedimiento para detectar si se ha cometido un error al realizar una división. Razonamos de forma análoga, veamos un ejemplo:
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  Recordemos que Dividendo = Divisor x Cociente + Resto y veamos si se verifica eso con los «números simplificados»:


  567 832 → 5 + 6 + 7 + 8 + 3 + 2 = 31 → 3 + 1 = 4


  236 → 2 + 3 + 6 = 11 → 1 + 1 = 2


  2406 → 2 + 4 + 0 + 6 = 12 → 1 + 2 = 3


  16 → 1 + 6 = 7


  Así, la expresión inicial: 236 x 2406 + 16 tiene asociada la expresión simplificada: 2 x 3 + 7 = 13 → 1 + 3 = 4


  Con lo que todo cuadra, ya que el dígito asociado a 567 832 era 4.


  Por si el lector tiene interés en ampliar conocimientos sobre este tema, hemos de decir que el número asociado a cada uno de los números grandes es, en realidad, el resto al dividir entre 9, también conocido como raíz digital del número.


  Códigos de barras (11-14 años)


  Algunos ejemplos tratados anteriormente pueden parecer artificiales y simples caprichos matemáticos, pero la realidad es que estas ideas se utilizan en muchos aspectos de la vida cotidiana. Por ejemplo, en los códigos de barras de cualquier producto tenemos un código de detección de errores. Así, uno de los cuadernos que estamos utilizando para tomar notas tiene un código de barras, de 13 dígitos, que es 8 412 771 220 471.


  Si hacemos un pequeño cálculo, sumando las cifras que están en lugar impar, más el triple de las que están en lugar par, observaremos que el resultado siempre es un múltiplo de 10:


  1 + 4 + 2 + 1 + 7 + 1 + 8 + 3 x (7 + 0 + 2 + 7 + 2 + 4) = 90


  En ocasiones, el transporte y la manipulación de un producto pueden hacer que las barras del código se alteren. Así, al pasar por caja, el ordenador realiza el cálculo anterior para detectar posibles errores y si el resultado de la operación no es múltiplo de 10, querrá decir que se ha alterado el código y rechazará el producto.


  ¿Qué tal si antes de pasar al siguiente capítulo, lo confirmamos con una serie de artículos de entre los que tenéis más a mano en casa?


  Accede al material adicional de este capítulo:
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          Fracciones: repartiendo la tarta

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Una persona es como una fracción cuyo numerador corresponde a lo que es, en tanto que el denominador es lo que cree ser. Cuanto mayor es el denominador, tanto más pequeño es el valor de la fracción.
        

      

    

  


  LEÓN TOLSTÓI7


  El origen de las fracciones (0-99 años)


  ¿Sabes a quién le debemos la introducción en el siglo XIII del sistema de numeración actual (mucho más cómodo que el de números romanos que se utilizaba hasta entonces)? ¿Y a quién el cálculo con fracciones y la notación que utilizamos ahora (un número sobre otro separados por una raya horizontal)? Pues todo eso se lo debemos a Leonardo de Pisa (1170-1250), más conocido como Fibonacci. Sus contribuciones matemáticas fueron muy importantes, pero pasó casi desapercibido hasta que en el siglo XIX Edouard Lucas ligó su nombre a una secuencia numérica. Seguro que la recuerdas: hace pocos años la «sucesión de Fibonacci» se hizo célebre y despertó el interés de medio mundo gracias a El código Da Vinci, de Dan Brown, que incluso se llevó a la gran pantalla.


  Fibonacci y Dan Brown deben buena parte de su éxito a la influencia de sus padres: como Guillermo Bonacci viajaba mucho, Leonardo pudo entrar en contacto con una nueva matemática. Richard Brown (padre de Dan) es un matemático estadounidense, autor de uno de los textos universitarios de introducción al cálculo más vendidos en todo el mundo. Seguro que explicaba al pequeño Dan historias que después incluyó en su novela.


  Que las fracciones sean útiles y estén presentes en la vida cotidiana es una afirmación que no necesita justificación. Su propio nombre está en el lenguaje popular: una porción de pizza representa una fracción (generalmente 1/6 de una pizza redonda). ¿No has tenido nunca que repartir una chocolatina entre dos niños? ¿Y cómo lo has resuelto? Efectivamente, dividiéndola por la mitad. Esa «mitad» es una fracción, la que se escribe como 1/2. De igual modo, si fuesen tres los niños, tendríamos que dividir la unidad en tres trozos iguales, cada uno de ellos representado como 1/3. También aparecen en los quesitos del trivial: cada uno corresponde a 1/6 del círculo.


  Este capítulo se dedicará al estudio de las fracciones, íntimamente relacionadas con la división. Una nota: por ahora no consideraremos los números negativos como elementos de una fracción, ya lo haremos en capítulos posteriores.


  Las partes de la unidad (9-10 años)


  Imaginemos la situación siguiente: tenemos 3 naranjas y queremos repartirlas entre 4 niños, de modo que todos reciban la misma cantidad. «Mejor hago zumo con las tres naranjas y lo reparto en cuatro vasos», podrías decir. ¡Bien visto! Es una solución plausible y no debe descartarse (los verdaderos genios a veces tienen razonamientos fuera de lo común), pero busquemos otra para este problema. ¿Qué hacemos? Basta con dividir cada una de las naranjas en 4 trozos y, de los 12 resultantes, dar 3 a cada uno de los niños: así, cada niño tocará a algo menos de una naranja entera (veremos en seguida que a cada uno le corresponde 3/4 de naranja).


  Como comentábamos antes, una de las mejores formas de introducir las fracciones es considerar un pastel (o una tarta, o una pizza, ¿qué le gusta más a tu hijo?) dividido en partes iguales, de las que nos quedaremos con algunas de estas porciones. Así, la idea de dividir el pastel en b partes y escoger a de ellas se asocia a la fracción a/b.


  En ese caso, diremos que a es el numerador de la fracción y que b es el denominador. La fracción a/b la leeremos como «a partido por b».


  Así, por ejemplo, en el pastel de la imagen:
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  para obtener el trozo que correspondería a la fracción 3/4, cuyo numerador es 3 y su denominador 4 (si utilizamos esta actividad podemos aprovechar para que el niño repita cuáles son los elementos de una fracción), debemos seguir los siguientes pasos:


  
    
  


  
    	Dividimos el pastel en 4 trozos.


    	Nos quedamos con 3 partes.


    	El resultado es el trozo correspondiente a la fracción 3/4.
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  Con el pastel hemos trabajado el concepto de fracción en un círculo. También es necesario trabajar con fracciones en otras figuras geométricas —cuadrados, rectángulos, pentágonos, y demás—. Para llevarlo a cabo, propondremos representar el trozo correspondiente a diferentes fracciones en distintas figuras. Por ejemplo, la fracción 2/5 se puede representar sombreando dos de cinco partes (pensemos en una tableta de chocolate para ello).
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  Pero también es bueno hacer el ejercicio contrario: a partir de una gráfica, debemos obtener una fracción asociada a ella. En este caso, como sombreamos un triángulo de entre los seis que componen el hexágono, la fracción asociada será:


  [image: ]


  Terminaremos destacando algunos casos particulares:


  
    
  


  
    	No tiene sentido considerar fracciones cuyo denominador es 0, dado que no podemos dividir algo en 0 partes.


    	Fracciones del tipo 0/a: si consideramos una fracción con numerador 0, el trozo asociado constaría de 0 partes, o sea, de nada. Así, toda fracción de la forma 0/a es nada, esto es, 0.


    	Fracciones del tipo a/a: si consideramos una fracción donde el numerador y denominador coinciden, de las partes con las que dividimos la unidad nos quedamos con todas ellas, o sea, el trozo es toda la unidad. Así, una fracción de la forma a/a equivale a la unidad, esto es, coincide con el número 1.

  


  Ampliando a nuevas fracciones (9-10 años)


  Hoy hemos decidido preparar unas deliciosas galletas, y en la receta que hemos conseguido leemos los ingredientes necesarios:


  2 ½ tazas de harina


  1 taza de mantequilla sin sal, a temperatura ambiente


  1 ½ tazas de azúcar


  1 huevo, ligeramente batido


  1 cucharadita de vainilla


  Ahí hemos encontrado dos símbolos extraños: 2 ½ y 1 ½. Los habituados a la cocina leerán la primera línea como «dos tazas y media de harina» y sabrán que esa cantidad equivale a cinco medias tazas. Esas expresiones, llamadas números mixtos, se estudiaban hace unos años, pero ahora su uso ha quedado reducido a la cocina.


  En algunos casos hemos de trabajar con fracciones cuyo numerador es mayor o igual que el denominador. Veremos cómo afrontar ese paso mediante el uso de un ejemplo: consideremos la fracción 10/3. Razonando como lo hemos hecho en el apartado anterior, deberíamos dividir la unidad en tres partes (puesto que el denominador es 3) y escoger 10 partes de ella, pero… ¡no tenemos suficientes!


  Cuando esto ocurre lo que hacemos es ampliar con tantas unidades completas como sea necesario. En nuestro caso, ampliamos con tantas unidades como haga falta, cada una de ellas divididas en 3 partes, y pararemos cuando tengamos ya 10 partes o más. Como una unidad son tres partes, con dos tendríamos 6 partes, con tres 9 partes, y con cuatro 12 partes: ahora sí, ya tendríamos partes suficientes para cubrir las 10. La expresión gráfica de esta fracción nos ayuda a observar que nuestra fracción se corresponde con tres unidades y un tercio:
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  De nuevo es conveniente practicar, ahora con este tipo de fracciones, cómo se realiza el paso a la representación gráfica en diferentes objetos geométricos, y también el proceso contrario: pasar del gráfico a la fracción. Estos ejercicios contribuirán a afianzar la idea de fracción y su significado.


  Leer fracciones (9-10 años)


  Seguro que recordamos la anécdota de un ministro de Cultura al que acosaron los medios por decir «catorceavo» en vez de «décimocuarto». Cierto, es incorrecto, aunque tampoco es un error tan grande (sobre todo ahora, que se ha generalizado). Y es que no debemos confundir los números ordinales (primero, tercero, décimo, décimo segundo…), que indican la posición en una lista, con los partitivos (medio, tercio, cuarto, quinto, décimo, onceavo, catorceavo…): aunque algunos de ellos coincidan, no es la tónica general. ¡Si nuestro hijo se va a dedicar a la política y no queremos que se metan con él por eso, tendremos que afianzarle también esta idea desde pequeño!


  Hasta ahora, para referirnos a la fracción a/b lo hacíamos como «la fracción que tiene por numerador a y denominador b», o bien «a partido por b». Existe otra forma compacta para leer algunas fracciones:


  
    
  


  
    	Si el denominador es 2, la fracción se leerá como su numerador, seguido de la palabra medios. Así, por ejemplo, la fracción 5/2 sería «5 medios».


    	Si el denominador es 3, la fracción se leerá como su numerador, seguido de la palabra tercios. Así, la fracción 8/3 se leerá «8 tercios».


    	Si el denominador es un número comprendido entre 4 y 10, la fracción se leerá como su numerador seguido del plural del ordinal del denominador. Así, por ejemplo, la fracción 5/4 se lee «cinco cuartos» o la fracción 9/10 se lee «nueve décimos».


    	Si el denominador es mayor que 10, la fracción se leerá como el numerador seguido del denominador con el sufijo -avo(s). Así, por ejemplo, la fracción 1/13 se lee «un treceavo» y la fracción 27/26 se lee «veintisiete ventiseisavos».

  


  Fracciones que representan el mismo trozo: fracciones equivalentes (9-10 años)


  ¿Qué prefieres, 2 monedas de 1 euro o 1 moneda de 2 euros? Económicamente es lo mismo. La preferencia por una u otra forma de obtener los 2 euros puede venir por otras razones, como que necesitemos cambio o que coleccionemos monedas. La cantidad en ambos casos es la misma. Con las fracciones pasa igual: hay muchas formas diferentes de representar la misma fracción. Para introducir la equivalencia entre fracciones, podemos empezar con la siguiente actividad:


  Escribir las fracciones representadas en cada una de las figuras
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  (Las soluciones son, de arriba abajo, 1/2, 2/4, 4/8 y 8/16.)


  Las fracciones anteriores son diferentes: los números que aparecen en sus numeradores y denominadores no coinciden. Sin embargo, representan un trozo del mismo tamaño en la unidad.


  Con ello, nos enfrentamos a una de las primeras cuestiones matemáticas controvertidas para el niño —y no solo para él, esto le resultará extraño a cualquiera que no lo haya estudiado antes—. Sin embargo, en otros ámbitos ocurren cosas similares, por ejemplo, encontramos un símil a esta situación en términos de lenguaje: las palabras pelota y balón son diferentes, aunque denotan el mismo objeto. Poder representar de distintas formas una misma fracción es algo parecido a lo que en lengua ocurre con la sinonimia.


  Cuando dos fracciones representan un trozo o varios trozos del mismo tamaño, diremos que son equivalentes. Así, como acabamos de ver, 1/2 y 2/4 son fracciones equivalentes. Reincidiendo en lo que hemos visto antes, estas dos fracciones tienen el mismo significado, y en matemáticas representaremos esto con una igualdad: 1/2 = 2/4.


  Así, una parte de la unidad puede venir expresada con diferentes fracciones. De hecho, un trozo siempre viene determinado por infinitas fracciones: basta con multiplicar numerador o denominador por un mismo número para obtener fracciones equivalentes a las dadas.


  Por ejemplo, si partimos de la fracción 3/2, multiplicando el numerador y el denominador por números iguales, obtendríamos fracciones equivalentes:
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  Para que nuestro hijo maneje las fracciones con soltura debemos practicar todo esto: partiendo de una fracción, multiplicaremos su numerador y denominador por diferentes números, como en el ejemplo anterior, para ir obteniendo fracciones equivalentes a la original.


  ¿Existe alguna forma de comprobar si dos fracciones son equivalentes sin tener que representarlas? Sí, y realizar la comprobación es muy sencillo: basta con multiplicar en cruz y ver si los resultados coinciden:
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  a/b y c/d son equivalentes si y solo si a · d = b · c.


  Ahora sí podemos plantear ejercicios para comprobar si dos fracciones dadas son equivalentes. Por ejemplo:
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  Simplificando fracciones (10-12 años)


  Stan Gudder es un matemático que utiliza sus ecuaciones para producir verdaderas obras de arte (en sentido literal: en su galería de obras de arte aparecen simetrías, pautas de colores y rotaciones). Si le nombramos aquí es porque Gudder resalta que la esencia de las matemáticas no es complicar las cosas sencillas, sino simplificar las complicadas. En muchos casos se ha olvidado esa máxima, pero acostumbrar a nuestro hijo a hacer las cosas sencillas es una buena práctica.


  Como hemos visto en el apartado anterior, al multiplicar los elementos de una fracción por un número no nulo, el resultado es una fracción equivalente.


  De forma análoga, si dividimos numerador y denominador por un mismo número (deberá ser un divisor común de ambos), la fracción resultante también será equivalente a la dada. Al proceso de dividir el numerador y denominador por un divisor común distinto de 1 se le denomina simplificar la fracción: lo que hacemos es obtener una fracción equivalente más simple, más sencilla, porque los números que la forman son más pequeños que los de la fracción original.
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  Fíjate en el ejemplo anterior. ¿Podríamos seguir simplificando esa fracción? Sí, ¿verdad? A la fracción que resulta de realizar sucesivamente el proceso de simplificación hasta obtener una que ya no puede simplificarse más porque no tiene divisores comunes (es decir, mcd de numerador y denominador es 1) se le llama fracción irreducible. En nuestro caso, esa fracción irreducible ¿cuál sería?


  ¿Ya lo has calculado? Justo: 5/6.


  Hay una situación que permite empezar la simplificación de forma rápida: cuando tanto numerador como denominador terminan con ceros. En este caso, el primer paso simplemente es tachar el mismo número de ceros de numerador y denominador hasta que alguno de ellos se quede sin ceros que tachar. En realidad, esto no es más que ir dividiendo numerador y denominador entre 10 tantas veces como sea posible.


  Así, por ejemplo:
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  Pongamos en práctica el proceso de simplificación de fracciones, ¿te animas?:
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  Números racionales (10-12 años)


  Las barras de pan no son todas iguales, pero si pedimos una pistola, nos dan una barra «equivalente» a las demás del montón. Unas estarán más crudas y otras estarán más tostadas, pero todas corresponden al mismo tipo de barra de pan. ¿Y esto a qué viene? Es porque ahora nos preocuparemos de estudiar las diferentes formas que representan una misma fracción.


  El concepto de número racional nace de considerar las fracciones equivalentes como un mismo elemento, cosa que no debe extrañarnos, ya que hemos visto que representa lo mismo. Así, un número racional es un conjunto formado por todas las fracciones equivalentes entre sí (bueno, aquí realmente estamos considerando los números racionales positivos, ya que el conjunto de los números racionales contiene también a las negativas, de las que ya nos ocuparemos en su debido momento).


  Aunque un número racional es un conjunto, lo denotaremos por una fracción, y esta será la única fracción irreducible de ese conjunto, que se obtendría simplificando cualquiera de las fracciones de dicho conjunto. Esto también ocurre en la vida cotidiana, por ejemplo, es muy común que un colectivo elija a un miembro que lo represente: este haría el papel de la fracción irreducible del número racional.


  Por ejemplo, partiendo de la fracción 180/100 y siguiendo el proceso de simplificación, llegamos a 9/5:


  [image: ]


  Todas las fracciones que hemos ido obteniendo en el proceso (y aquellas que son equivalentes a estas) formarán parte del número racional, que también se denotará por la misma fracción irreducible:
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  Al trabajar con números racionales y dar un resultado final, siempre proporcionaremos la fracción irreducible, por lo que siempre será obligado simplificar hasta el final.


  Finalmente, denotaremos por Q el conjunto formado por todos los números racionales. Por tanto, Q se identifica con el conjunto de todas las fracciones irreducibles.


  Los números naturales como números racionales (11-12 años)


  Va un hombre a la pizzería y el pizzero le pregunta:


  —La pizza, ¿la quiere cortada en seis trozos o en ocho?


  —En seis, que con ocho no podré…


  Los chistes no deben explicarse, pero nos saltamos la norma para recalcar que el cliente comerá la misma cantidad de pizza, la corte en 6 porciones o en 8. Las fracciones 6/6 y 8/8 son equivalentes entre sí: ambas representan la unidad.


  La unidad 1 puede expresarse como fracciones de forma trivial. Se correspondería con dividir el pastel en cualquier número de trozos y quedarnos con todos ellos.


  Por tanto: 1 = 1/1 = 2/2 = 3/3 = …, y la forma más sencilla de ver 1 es como 1/1.


  De igual modo, cualquier número natural puede interpretarse también como fracción: la posibilidad más sencilla es considerar ese número partido por 1. ¿Y qué ocurre entonces? Que acabamos de ver que el conjunto de los números naturales N está incluido en el conjunto de los números racionales Q. Esto es:
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  Fracciones que son números naturales (10-11 años)


  Acabamos de ver que un número natural puede pensarse como un número racional. Consideremos ahora una fracción tal que su numerador sea divisible por su denominador, por ejemplo, 6/3. Entonces si dividimos ambos numerador y denominador por el denominador resulta:
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  Así, la fracción 6/3 puede representarse por 2, que no es más que 6 dividido entre 3. En estos casos donde existe divisibilidad, una fracción puede verse como una división.


  Representación gráfica en la semirrecta de un número racional (10-11 años)


  Una imagen vale más que mil palabras y esto ocurre también en matemáticas. A menudo es necesario representar gráficamente los datos que tengamos: si nuestro hijo se acostumbra a hacer esto desde los inicios de su relación con las matemáticas, habrá aprendido algo importante que tendrá que utilizar siempre.


  Hemos visto que los números naturales (0, 1, 2, 3…) pueden representarse en una semirrecta. Pero es que también puede representarse en ella cada número racional (1/2, 2/3, 5/7…). Para ello, si consideramos un número racional con representante a/b, dividiremos cada una de las unidades de la semirrecta necesarias en b partes, y contaremos a unidades: la posición obtenida en la semirrecta es el lugar que corresponde al número racional considerado.


  Por ejemplo, si queremos representar el número racional 13/4, dividimos cada unidad en 4 partes y tomamos 13 de estas:
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  Llegaremos justo al mismo sitio al que llegaríamos si en vez de 13/4 queremos representar, por ejemplo, 26/8 o 130/40. Basta con hacer la prueba y verás como la representación gráfica de un número racional no depende de la fracción del número racional tomada; esto es, cualquier fracción integrante del número racional nos da la misma posición usando el procedimiento indicado.


  Fracción de un número (10-12 años)


  Pensemos en la clasificación de la Liga de Fútbol Profesional. Como son 20 los equipos que juegan, y 4 los que disputarán la Champions League, podemos decir que la jugará el quinto superior de la tabla (dividimos la tabla en 5 partes y nos quedamos con la de arriba). En este contexto es muy común, sobre todo cuando se resuelven problemas o se trasladan situaciones de la vida cotidiana, hablar sobre la fracción de un número. Imaginemos que nos piden a/b de un número n. ¿Qué significará esto?


  Como sabemos, a/b es dividir en b partes la unidad y quedarnos con a partes. En el caso de a/b de n, en lugar de dividir la unidad, dividimos n en b partes, y nos quedamos con a de ellas. Por tanto:


  a/b de n es (n : b) · a


  Así, por ejemplo, si nos pidieran calcular 3/4 de 100, dividiríamos 100/4 = 25 y luego nos quedaríamos con 3 partes, o sea: 3 · 25 = 75.


  Sumar, restar y ordenar números racionales: la clave, trabajar en la misma escala (9 a 12 años)


  ¿No hemos comprado nunca cuarto y mitad de morcillo para el cocido? ¿Y qué es eso de cuarto y mitad? ¿En términos de fracciones es 1/4 más 1/2? No, lo que se hace ahí es abreviar «mitad de cuarto». En realidad, la cantidad a la que nos estamos refiriendo es a 1/4 + 1/2 · 1/4 = 1/4 + 1/8 = 3/8. Para nota: los que están acostumbrados a la compra, identificarán 3/8 de kg con 375 g (formalizaremos las medidas y sus unidades en el capítulo 8, pero van a aparecer por muchas otras partes de este libro).


  Imaginemos que queremos sumar dos fracciones con el mismo denominador: por ejemplo, 3/4 + 7/4. Para representar ambas fracciones, dividimos en ambos casos la unidad en 4 partes.


  [image: ]


  Al ser los trocitos iguales, y tener 3 arriba y 7 abajo, en total tendremos 3 + 7 = 10 trocitos, luego el resultado sería 10/4 (incluimos el denominador 4 porque trabajamos sobre la división de la unidad en 4 unidades). Si además simplificamos dividiendo arriba y abajo por 2, se obtiene 5/2, luego:


  3/4 + 7/4 = 10/4 = 5/2


  Podemos razonar de forma análoga con la resta: en el caso de suma o resta de fracciones con el mismo denominador, todo se reduce a realizar la operación con los numeradores, manteniendo el mismo denominador:


  5/3 + 2/3 = 7/3 1/5 + 4/5 = 5/5 = 1

  7/5 – 3/5 = 4/5 7/6 – 5/6 = 2/6 = 1/3


  De la misma forma, resulta muy sencillo comparar fracciones con el mismo denominador, ya que solo tenemos que ordenar según el numerador:


  5/6 < 7/6 7/3 > 2/3 1/2 < 5/2


  El problema surge cuando trabajamos con denominadores distintos, ya que para cada fracción dividiríamos la unidad en un número de partes diferentes, y el trozo en cada una de ellas sería diferente, así que no podemos sumar, restar o comparar sin más. ¿Cómo lo haríamos? Ya sabemos que un número racional es un conjunto formado por fracciones equivalentes que representan lo mismo. ¡Ahí está la clave!


  Para cada una de las fracciones debemos encontrar una fracción, de forma que las nuevas fracciones tengan el mismo denominador. Al proceso para obtener dichas fracciones lo llamaremos reducción a común denominador, y consiste en lo siguiente:


  
    
  


  
    	Calculamos el mínimo común múltiplo de los denominadores de las fracciones.


    	Copiamos en una fila todas las fracciones y justo debajo de cada una de ellas escribimos una nueva fracción con denominador el mínimo común múltiplo.


    	Para hallar el numerador de esta nueva fracción: dividimos el nuevo denominador entre el antiguo, y lo multiplicamos por el numerador antiguo. El resultado de esa operación será el nuevo numerador.

  


  Así lograremos fracciones equivalentes dos a dos a las iniciales, pero con la propiedad de que todas tienen el mismo denominador. Veamos un ejemplo: vamos a reducir a común denominador las siguientes fracciones: 7/6 y 5/8.


  Para ello, calculamos en primer lugar el mínimo común múltiplo de los denominadores: mcm (6, 8) = 24.


  Ahora escribimos las fracciones y debajo de cada una de ellas una nueva, de forma que el denominador sea el mínimo común múltiplo y el numerador se calcula como hemos indicado.
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  Listo. Ya podemos atacar los problemas de sumar, restar y comparar fracciones, porque las dos tienen un denominador común. Ya ves que es sencillo si tenemos claro qué proceso se debe seguir. Y no es ninguna tontería: tener conocimiento sobre los órdenes de magnitud de los números nos resultará útil en muchas ocasiones y por diversos motivos: quizá porque representan porciones de tarta de chocolate y queremos la más grande, o porque son cantidades que debemos pagar y entonces nos interesa la más pequeña.


  Imaginemos que nos piden ordenar de mayor a menor las fracciones 3/2, 6/5, 5/4, 7/6 y 2. En primer lugar calculamos el mínimo común múltiplo de los denominadores (recordemos que 2 = 2/1).


  mcm (2, 5, 4, 6, 1) = 60


  Después obtenemos fracciones equivalentes a las dadas con común denominador:
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  Ordenando estas últimas fracciones y recuperando las originales se obtiene:


  7/6 < 6/5 < 5/4 < 3/2 < 2


  En cuanto a la suma, si consideramos 7/4 + 1/6, en primer lugar calculamos el mínimo común múltiplo de los denominadores: mcm (4, 6) = 12, y una vez que ya han quedado las fracciones reducidas a común denominador, podemos sumarlas de esta manera:
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  Como hemos obtenido una fracción irreducible, este sería el resultado final. En otro caso, simplificaríamos el resultado.


  ¿Y cuando tenemos que sumar más de dos fracciones? Pues lo mismo: reducimos todas las fracciones que intervienen a común denominador y después operamos con las fracciones resultantes.


  De hecho, la suma de números racionales cumple también la propiedad asociativa consecuencia inmediata de que la suma de números naturales la satisface. Por la misma razón se satisface la propiedad conmutativa y además, la suma de números racionales posee elemento neutro, que es el número racional 0 (= 0/1).


  Los mismos pasos nos valen para la resta. Y también para calcular operaciones combinadas de sumas y restas: reduciríamos las fracciones a común denominador y realizaríamos las operaciones correspondientes con los nuevos numeradores.


  Multiplicar y dividir números racionales (9-12 años)


  ¡Esto sí que es facilísimo! Supongamos que nuestro hijo tiene 12 caramelos, pero viene su tío de visita y tiene que repartirlos: la mitad para cada uno. Después llegan dos amigos y tiene que volver a repartir, ahora entre tres personas. Al final, a nuestro hijo le han quedado solo 2 caramelos. ¿En qué ha consistido el proceso? En dividir primero a la mitad y luego a un tercio. Eso se puede hacer en dos pasos o en uno solo, multiplicando fracciones.


  Al contrario que para la suma y la resta de fracciones, con la multiplicación y división nos ahorramos tener que reducirlas a común denominador:


  i) Si tenemos que calcular el producto de a/b por c/d se tiene:
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  En esa operación deberíamos simplificar, como siempre, el resultado.


  Así, para calcular 2/3 · 6/5 procedemos como se muestra en el siguiente esquema:
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  ¿Y sus propiedades? En la multiplicación de números racionales, podemos contar con las propiedades conmutativa y asociativa, la existencia de elemento neutro (que es el 1) y, uniendo suma y multiplicación, la propiedad distributiva:
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  Además, hay una propiedad que no satisface la multiplicación de números naturales, pero sí la de los racionales: es la existencia de inverso para todo número racional distinto de 0. ¿Esto qué significa? Que si tenemos un número racional no nulo, existe otro número racional tal que al multiplicar ambos se obtiene 1. Es muy sencillo: para el número racional a/b, con a ≠ 0, su inverso es b/a. No hay más que dar la vuelta a la fracción. Facilísimo.


  Recordemos que ya habíamos introducido el concepto de fracción de un número n. Esta fracción se puede interpretar como una multiplicación de la fracción por el número: las a/b partes de n se calculan como a/b · n.


  Vimos un ejemplo antes, sin esta fórmula: si queremos calcular las 3/4 partes de 100, simplemente haríamos 3/4 · 100 = 3/4 · 100/1 = 300/4 = 75.


  ii) También resulta muy sencillo calcular divisiones de números racionales, tan solo debemos multiplicar en cruz y simplificar la fracción resultante:
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  Así, por ejemplo: 5/4 : 3/2 = 10/12 = 5/6.


  En el caso de que en la división interviniera un número entero, solo hay que acordarse de añadirle 1 como denominador: 2 : 5/3 = 2/1 : 5/3 = 6/5.


  Potencias de números racionales (10-12 años)


  Zenón de Elea, un filósofo griego, propuso varias paradojas sobre el movimiento: la más conocida es la de Aquiles y la tortuga. En la misma línea de esa paradoja, supongamos que un corredor quiere ir desde un punto A hasta otro punto cercano B. Así, tiene que realizar UN recorrido, por lo que podemos representar la distancia que va a recorrer como 1. En el instante inicial, con el objetivo de llegar a la meta, tendrá que recorrer primero la mitad del recorrido, 1/2 (por tanto le quedará la otra mitad 1/2); en este punto tendrá que recorrer la mitad de lo que le falta, 1/2 · 1/2 = 1/4, quedándole la otra mitad (otro 1/4), de nuevo ahora tiene que recorrer la mitad de lo que le falta, 1/4 · 1/2 = 1/8 (le quedará también 1/8), y así indefinidamente. ¡Siempre le queda la mitad del resto por recorrer! Luego le quedaría por recorrer 1/16, 1/32…


  Siguiendo el razonamiento por estos derroteros podríamos concluir que el pobre corredor jamás alcanzará la meta, y eso es algo que resulta de lo más contradictorio: prueba tú mismo a recorrer una distancia pequeña y verás como siempre llegas a la meta. Lo harás aunque por el camino te encuentres con los números 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, etcétera, que provienen de multiplicar 1/2 por sí mismo unas cuantas veces. ¿Cómo es posible? Por eso mismo la paradoja de Zenón se llama paradoja, y no es la única de entre sus paradojas célebres. Seguro que has oído hablar de «la paradoja de Aquiles y la tortuga». Y si no es así, a lo mejor quieres ampliar algo de información en el enlace que encontrarás al final del capítulo.


  A fin de cuentas, esto de lo que estamos hablando tiene un fondo que ya te suena, ¿verdad? Eso es: hablamos de potencias.


  Igual que definimos en su momento las potencias de números naturales, podemos extender también las potencias al caso en el que la base sea un número racional.


  Así, si a/b es un número racional y n es un número natural no nulo, se definiría (a/b)n como el resultado de multiplicar a/b por sí mismo n veces. ¿Recuerdas lo que decíamos de las potencias de exponente 0 en el caso de los números naturales? Pues aquí pasa lo mismo: si el exponente es 0, el resultado de la potencia es 1: (a/b)0 =1.


  De ese modo, si calculásemos las primeras potencias de a/b obtendríamos:
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  Así, en general se llega a que (a/b)n = an/bn, luego una potencia de un número racional da como resultado la potencia del numerador partido por la potencia del denominador. Esto es:
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  Porcentajes: un caso particular de fracción de un número (10-12 años)


  Los porcentajes ya los tenemos todos más que vistos en nuestro día a día. Párate a pensarlo: el tipo de IRPF al que cotizamos, el IVA que debemos pagar por nuestras compras, los descuentos en las rebajas… Y a veces se producen situaciones curiosas:


  —¿Qué es mejor? —nos preguntó hace poco un amigo—, ¿que me apliquen primero un descuento del 20 % en la compra de unos zapatos de 80 euros, y después el 21 % de IVA correspondiente, o que primero me apliquen el IVA y después el descuento?


  ¿A ti qué te parece?, ¿qué le habrías respondido?


  Ya contamos con todas las herramientas necesarias para que el niño aprenda a calcular con porcentajes. De hecho, los porcentajes no son más que fracciones de un número. Relacionando ambos conceptos, podrá asimilar mejor qué es una fracción.


  Así, se define el n por 100 de una cantidad, que se denota por n %, como la fracción n/100 de dicha cantidad (que, como sabemos, no es más que multiplicarla por n/100).


  Por eso si nos piden calcular el 40 % de 1600, solo tenemos que proceder de este modo:
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  Con lo que acabamos de indicar, no debería resultar complicado resolver estos dos ejemplos, sacados de situaciones familiares para todos:


  
    
  


  
    	Una videoconsola cuesta 200 euros, pero con una promoción nos descuentan el 20 %. ¿Cuánto tendríamos que pagar por ella?


    	Un teléfono móvil cuesta 300 euros, pero tenemos que añadir el 21 % del IVA. ¿Cuál sería su precio final?

  


  Soluciones: como le dijimos a nuestro amigo, es indiferente que nos apliquen primero el IVA y luego el descuento o al revés; por la propiedad conmutativa del producto de fracciones, en ambos casos tendrá que pagar 77,44 euros. Con respecto a las preguntas del final de la sección, la respuesta a la primera es de 160 euros; a la segunda: 363 euros.


  
    
      
        	
          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Castillos de fracciones (12-14 años)


  Estos ejercicios se encuentran entre los que más dificultad presentan para los estudiantes. Quizá deban su nombre a la forma gráfica que presentan, pero tienen muy poco de fortaleza inexpugnable: en realidad, lo único que se debe hacer en estos ejercicios es realizar todas las operaciones que se indican y simplificar el resultado final. Para ello debemos recordar que en primer lugar deben efectuarse las potencias (si hubiera alguna), a continuación los productos y divisiones y, por último, las sumas y las restas.


  La técnica que se utilizará es del tipo «divide y vencerás»: esto es, se trata de ir haciendo las operaciones poco a poco en diferentes grupos. Lo que importa es hacer todas correctamente, sin equivocarnos, y al final nos quedará un resultado simplificado.


  Por ejemplo, imaginemos que queremos ver a qué equivale el siguiente «monstruo»:
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  Comenzaremos calculando las sumas que hay en los denominadores, a continuación escribiremos las fracciones «pequeñas» (las que están en el numerador y en el denominador) como divisiones y efectuaremos estas (multiplicando en cruz, tal como hemos indicado en este capítulo). Después simplificamos lo que se pueda (en este caso, convertimos 42/4 en 21/2).
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  Ahora efectuamos las operaciones en numerador y denominador. En el numerador ambas fracciones tienen el mismo denominador, luego podemos sumar directamente, pero en el denominador de la fracción principal aparecen 21/5 y 21/2, por lo que debemos reducir a común denominador, que en este caso es 10. Después haremos esa suma y escribiremos la fracción resultante como una división de fracciones. Tras efectuar esa división, lo único que nos queda por hacer es simplificar el resultado. ¡Listo!
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  Fracciones plegando papel (9-10 años)


  El plegado de un papel nos da una idea gráfica del tamaño de una fracción. En el texto nos hemos referido a una tableta de chocolate, pero no siempre es necesario trabajar con alimentos: plegando una hoja de papel por la mitad y luego por la otra mitad la habremos dividido en 4 trozos. Si plegamos una vez más, la habremos dividido en 8. Si sombreamos 3 de los rectángulos delimitados por los dobleces, estaremos sombreando los 3/8 de la hoja.


  Doblando de diferentes maneras, podremos trabajar con otros denominadores. Si dividimos la hoja en 2, a lo ancho, y en 5 partes longitudinalmente, esa hoja nos servirá para representar fracciones que tienen el 10 como denominador. Los numeradores los definiremos sombreando algunos rectángulos de los delimitados por los dobleces de la hoja.


  Una primera incursión en el cálculo de probabilidades (11 a 14 años)


  Como sabemos, hay juegos de azar donde no todo depende de la suerte, también puede resultar muy importante la habilidad del jugador y la estrategia empleada. Justo al terminar la Edad Media, comenzaron a proliferar los juegos de azar, y con ellos la necesidad de mejorar la estrategia para ganar: así nació la teoría de las probabilidades, por pura necesidad. Sin embargo, esta área enseguida logró una gran repercusión, ya que muchos fenómenos en la vida están vinculados al azar.


  Cuando trabajamos en probabilidad, a cada suceso se le asigna un número entre 0 y 1 que indica lo probable que es este suceso. Así, cuando participemos en un juego de apuestas, si queremos que sea más probable ganar, debemos apostar por la opción cuya probabilidad sea mayor.


  La situación más sencilla que puede plantearse en probabilidad es cuando los posibles resultados son equiprobables, esto es, cuando cada uno de estos resultados tiene la misma probabilidad de que sucedan. Dentro de esta situación encontraríamos el lanzamiento de un dado o de una moneda, siempre que no estén trucados, etcétera.


  La conocida como regla de Laplace establece que en estos casos, la probabilidad de que ocurra un suceso es igual al número de casos favorables a dicho suceso partido por el número de casos posibles:
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  En estos casos vamos a obtener una fracción como resultado.


  Si lanzamos un dado al aire, y consideramos el suceso «Obtener par», los casos favorables serían aquellos cuyo resultado es par (que son 2, 4, 6) y los casos posibles serían todos los posibles resultados (1, 2, 3, 4, 5, 6).


  Así, la probabilidad de obtener par sería 3/6 y simplificando esta fracción se obtiene 1/2, lo que significaría que si todo se comporta dentro de la normalidad, si apostamos por par, cada dos partidas ganaremos 1. De todas formas, no tentemos a la suerte, que en ocasiones llega una racha negativa y podemos llegar a arruinarnos. Como dice el dicho y los autores somos defensores a ultranza de ello: «No hay mejor lotería que el trabajo y la economía».


  A la hora de plantear ejercicios sobre cálculo de probabilidades con resultados equiprobables, además de los dados y las monedas, las urnas constituyen una buena fuente de ejemplos. Podemos partir de la composición de una urna con bolas de diferentes colores y pedimos el cálculo de que al extraer una bola sea de un determinado color. El resultado sería el número de bolas de dicho color partido por el número total de bolas. Variando la composición de la urna, obtenemos nuevos problemas.


  Accede al material adicional de este capítulo:


  [image: ]


  


  


  


  
    
      
        	
          

          capítulo


          siete

        

        	
          

          Seamos más precisos: números con cifras decimales

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Esta característica de los experimentos modernos —que consisten principalmente de mediciones— es tan prominente que la opinión parece haber sido expulsada; en unos pocos años todas las grandes constantes físicas habrán sido estimadas aproximadamente, y la única ocupación que quedará entonces a los hombres de ciencia será llevar a cabo mediciones con una cifra decimal más.
        

      

    

  


  JAMES CLERK MAXWELL8


  Los euros: un primer contacto con los números decimales (6-9 años)


  Con la entrada en el euro hace ya unos años, los niños tienen una oportunidad perfecta para familiarizarse con los números decimales mucho antes de que lo hagan en clase. Así, además de trabajar únicamente con las unidades, que son los euros, también hablamos de céntimos, y en seguida el niño aprende por necesidad propia que 1 euro son 100 céntimos, o sea, 1 euro queda dividido en 100 partes (que son los céntimos).


  La subida del IVA y la situación de recesión también nos han hecho trabajar con decimales a los que no estábamos acostumbrados, ya que los precios casi siempre se redondeaban a múltiplos de 5 céntimos de euro. Por ejemplo, el año pasado un café en la universidad valía 85 céntimos de euro (y el anterior, 80), mientras que este año cuesta 87 céntimos (esto es, 0,87 euros). Así, podemos empezar a plantear visualmente algunos problemas sencillos sobre números decimales e incluso utilizar la notación que les corresponde, empleando billetes y monedas reales. Nuestro hijo verá una utilidad práctica en esto y le ayudará a motivarse:
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  Hay que remarcar, como muestra el penúltimo ejemplo, que el 1 correspondiente a 1 céntimo no va al lado de la coma, sino en la segunda posición detrás de ella. Así, un céntimo se escribe como 0,01 y no 0,10, que corresponde a 10 céntimos. Como vemos, aquí trabajaremos siempre con dos cifras decimales, aunque luego señalaremos que es posible omitir los ceros finales en las cifras decimales.


  También podemos plantear problemas de suma o restas, incluso de forma encubierta. Para la suma podríamos plantear el cálculo del precio total de dos objetos sabiendo el precio de cada uno. Para ello traduciríamos a monedas y las agruparíamos para obtener el coste final, procediendo del siguiente modo:
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  Para introducir la resta, podríamos plantear una actividad sencilla donde compramos un artículo y nos tienen que dar el cambio. Para ello, completamos lo que cuesta el producto hasta llegar a la cantidad que entregamos:
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  Recuerda que estamos buscando motivarle, así que conviene llevar todo ello a actividades del día a día: así conseguirás que piense en matemáticas en el supermercado, en el kiosco, en el restaurante, en la tienda de juguetes…, y no únicamente en casa o en el aula. De hecho, familiarizarse bien con las monedas y el cálculo como los presentados en los ejemplos le irá de maravilla para ganar confianza.


  Introduciendo formalmente los números decimales (9-11 años)


  Ya hemos visto con las fracciones, y ahora también con los céntimos de euro, que en muchas ocasiones para expresar la realidad debemos emplear cantidades más pequeñas que la unidad.


  El término decimal proviene del número 10: consiste en dividir la unidad en potencias de 10 y quedarnos con algunas de estas partes. Este término va a aparecer muchas más veces en el libro, como cuando hablemos del sistema métrico decimal al referirnos a las medidas. Por otra parte, los números decimales son los que nos ayudan a aproximar cantidades (y dieron paso, ay, al famoso redondeo del euro).


  Para explicar qué es un número decimal, partiremos de la unidad:
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  Unidad


  Cuando nuestro hijo pequeño tiene fiebre empleamos la expresión «tiene décimas» para referirnos al hecho de que su temperatura supera en algunas décimas (1 a 5) el valor a partir del cual se considera que tiene fiebre. Las décimas aparecen cuando dividimos la unidad en diez, por lo que una décima corresponde a la fracción 1/10:
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  Décimas


  Luego están las centésimas, que resultan de dividir la unidad en 100 partes: por ello 1 centésima se corresponde con la fracción 1/100. Trabajar con centésimas implica trabajar con un poco más de precisión que hacerlo solo con décimas. Debemos recordar además: 100 centésimas = 10 décimas = 1 unidad.
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  Centésimas


  Siguiendo con esta división de la unidad de 10 en 10, sucesivamente obtendríamos las milésimas, diezmilésimas, cienmilésimas, etcétera.


  Un número decimal consta de una parte entera, una coma, y tras ella una cifra para décimas, una cifra para centésimas, una cifra para las milésimas (y en su caso, una cifra para cada una de las fracciones de estas).


  La notación decimal que admite la Real Academia de la Lengua es la coma, aunque también admite en algunos países hispanoamericanos el uso del punto anglosajón. Hoy, con la generalización de las calculadoras que utilizan puntos en lugar de comas, se ha comenzado a utilizar el punto como separador de decimales, aunque no esté de acuerdo con la norma ortográfica. Por cosas como estas, de vez en cuando los formatos de las hojas de cálculo y los programas científicos nos dan quebraderos de cabeza: lo que es seguro es que antes o después habrá que adoptar internacionalmente la misma notación. Ahorraremos muchos problemas, como cuando nuestros estudiantes leen un texto en inglés (ahora que se pretende fomentar la enseñanza bilingüe), y al ver 3,245 creen que el texto se refiere al decimal «tres con 245 milésimas», cuando en realidad para los anglosajones ese número representa «tres mil doscientos cuarenta y cinco»: sí, ellos usan la coma como separador de los miles. Eso ya ha conducido a errores y no es ninguna tontería: en 1962 la sonda Mariner 1 (lanzada para estudiar el planeta Venus) se perdió porque en un trozo del código del programa que servía para manejarla se sustituyó una coma por un punto. ¡Hay que empezar a cuidar estos errores desde pequeño, que luego puede llegar a ingeniero de la Agencia Espacial Europea o la NASA y liarla!


  Es importante que le dediquéis un tiempo a practicar con las descomposiciones de números decimales, como vamos a hacer en los siguientes ejemplos:


  Ejemplo 1: 2,83 consta de 2 unidades, 8 décimas y 3 centésimas o, equivalentemente, 2 unidades y 83 centésimas. Podríamos representar este número del modo siguiente:
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  La representación gráfica nos indica que podemos descomponer 2,83 como 2,83 = 2 + 0,8 + 0,03 o también usando fracciones: 2,83 = 2 + 8/10 + 3/100.


  Ejemplo 2: 3,021 consta de 3 unidades, 2 centésimas y 1 milésima, o bien 3 unidades y 21 milésimas, y podemos descomponerlo como 3,021 = 3 + 0,02 + 0,001 o usando fracciones 3,021 = 3 + 2/100 + 1/1000.


  Una observación fundamental que debemos hacer viene motivada por el siguiente ejemplo: consideremos los números 3,8 y 3,80 y veamos qué significa cada una de estas expresiones:


  3,8 = 3 unidades y 8 décimas


  3,80 = 3 unidades, 8 décimas y 0 centésimas


  ¡¡Son lo mismo!!


  Así, podemos omitir los ceros finales en las cifras decimales de un número, ya que no aportan nada. Justo por eso escribiremos 3,8 en lugar de 3,80, a no ser que estos ceros finales sean necesarios para algún procedimiento o el empleo de algún método de cálculo, como veremos luego. Por ejemplo, los números naturales son también números decimales, cuyas cifras situadas a la derecha de la coma son todas ceros.


  Al respecto hay un error muy común que se da en la vida cotidiana y que parte de nombrar de forma incorrecta los números decimales. Así, por ejemplo, al hablar de la cantidad correspondiente a 3 euros y 8 céntimos, mucha gente la lee como «3 coma 8» (3,8), pero recordemos que en este caso 8 sería el número de décimas, luego erróneamente estamos refiriéndonos a 3 euros y 80 céntimos. Para nombrar 3 euros y 8 céntimos deberíamos decir «3 coma cero ocho» (3,08). Es muy importante que incidamos en este error tan generalizado, tanto por la formación de nuestro hijo como para evitar que nos hagamos un lío de cuidado en las vueltas en los comercios.


  Por último, trabajemos con las equivalencias que ya habíamos nombrado antes:


  1 unidad = 10 décimas = 100 centésimas = 1000 milésimas


  1 décima = 10 centésimas = 100 milésimas


  1 centésima = 10 milésimas


  Para ello, plantearemos ejercicios en ambas direcciones:


  3 unidades = _______________ décimas


  2 unidades = _______________ centésimas


  600 centésimas = __________ unidades


  40 décimas = ______________ unidades


  Representando números decimales en la recta

  (10-11 años)


  Hace un momento nos referíamos a las décimas de temperatura en un niño. Los termómetros actuales son digitales: marcan la temperatura con un número con parte decimal, pero los antiguos, que se han retirado por la toxicidad del mercurio, eran ideales para explicar la representación de decimales en la recta: teníamos las marcas correspondientes a la temperatura (números enteros: 35, 36, 37, 38, 39 y 40) y las marcas correspondientes a los decimales. Quien haya visto un termómetro así no tendrá problema en comprender cómo se representan los decimales en la recta. Y quien ya no esté a tiempo puede hacerse una idea con un termómetro de máxima y mínima, que son esos que se usan en meteorología: las marcas no se corresponden con decimales, pero la idea es la misma. Además, así nos acostumbramos a abstraer conceptos.


  Hemos visto que tanto los números naturales como las fracciones admiten una representación en una recta. De la misma forma, también se puede representar en la recta cada número con cifras decimales. Para ello, partiremos de la posición correspondiente a la parte entera, y a partir de ahí dividiremos la unidad siguiente en 10 partes, para ir hasta la posición de la cifra de las décimas; después dividiremos la décima siguiente en 10 partes para ir a la posición de la cifra de las centésimas y así seguiríamos sucesivamente.


  Por ejemplo, para el número decimal 3,4:
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  Nada complicado: a estas alturas, las representaciones en la recta las controlamos.


  Ordenando números decimales (9-10 años)


  El orden es importante: lo hemos visto con números naturales y con fracciones. Ordenar dos números equivale a decir cuál de ellos es mayor. Por ejemplo, el precio de la gasolina varía de unas gasolineras a otras. En este listado se encuentran los precios (expresados en euros por litro) que ofrecen algunas gasolineras: 1,382; 1,383; 1,373; 1,389; 1,369; 1,379. ¿Cuál de ellas ofrece el precio más barato? Seguro que eres capaz de decirlo, aun sin haber introducido el orden en los números decimales.


  Para ordenar números decimales, una primera opción es representarlos gráficamente: será mayor el que esté más a la derecha. Sin embargo, existe un procedimiento mucho más sencillo. Consiste en escribir uno encima del otro de forma que las dos comas caigan en la misma posición, también todas las cifras correspondientes: decenas, millares…, y lo mismo sus décimas, centésimas…


  Luego comparamos de izquierda a derecha cifra a cifra y en el momento en que alguna sea mayor que la otra, el número correspondiente sería mayor. En este proceso podría resultar conveniente en algún momento añadir ceros al final de las cifras decimales, ya que, como sabemos, ello no altera al número.


  Así, por ejemplo, si comparamos 3587,28305 y 3587,28319:
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  Operaciones con números decimales (10-12 años)


  No vamos a describir con todo detalle los procedimientos para la realización de operaciones con números decimales, porque los métodos utilizados son una mera extensión de los correspondientes para operar con números naturales. Las reglas que vamos a dar son muy simples y lo único que recomendamos es que nuestro hijo practique bastante, para que coja soltura con las operaciones. No estamos en contra de que utilice la calculadora, pero debe ser capaz de hacer estas operaciones con lápiz y papel, tanto porque le sirven como gimnasia mental como porque habrá situaciones en las que necesariamente las tendrá que hacer de este modo.


  i) Suma y resta de números con cifras decimales:


  Para el cálculo de sumas de números con cifras decimales situaremos uno encima del otro de forma que las comas coincidan en la misma posición, así como las cifras correspondientes. Además, si se desea, podremos completar con ceros para que ambos números presenten el mismo número de cifras decimales. Luego efectuamos la suma como con números naturales, añadiendo al resultado la coma en la misma posición.


  En cuanto a la resta, procederemos de la misma forma, solo recuerda que existe la posibilidad de que tengamos que completar con ceros el minuendo si este tuviera menos cifras decimales que el sustraendo.


  ii) Multiplicación de números con cifras decimales:


  A la hora de realizar una multiplicación de números con decimales no será necesario completar los números con ceros. De hecho, ignoraremos los ceros que aparecen más a la izquierda, si los hubiese, y tampoco consideraremos las comas hasta el final del desarrollo. Tenemos que multiplicar como si se tratara de números naturales. Una vez hemos terminado, añadiremos la coma, contando desde el final tantas cifras como sumen las cifras decimales de los dos factores, añadiendo por la izquierda tantos ceros como fuera necesario (una forma de no liarnos es añadir ceros de sobra y después eliminar los innecesarios). Así:


  0,054 x 0,003 = 0000,000162 = 0,000162


  iii) Divisiones de números con cifras decimales:


  Cuando realizamos la división de a entre b, ya sean números naturales o números que podrían presentar decimales, lo que se pretende es encontrar, si es posible, un número c tal que a = b · c.


  Consideremos en primer lugar una división entre números naturales que no es exacta y donde se permiten cifras decimales en el cociente. Entonces podríamos acercarnos cada vez más o incluso lograr encontrar ese número c que ahora tendría cifras decimales y cumpliría que a = b · c. Para ello, una vez finalizada la división entera, añadiríamos una coma al cociente y para cada cifra decimal, un cero al resto, continuando con la división.


  De la misma forma, podemos realizar divisiones de números decimales. No entraremos ahora en el procedimiento, aunque de nuevo se basa casi por completo en la división de números naturales junto con lo explicado en el párrafo anterior. Dejamos aquí un enlace a varios ejemplos por si quieres recordar el procedimiento.
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  Expresión decimal de un número racional (10-12 años)


  Al trabajar con fracciones ya vimos que si en una fracción el numerador era divisible por el denominador, la fracción equivalía a una división. En este momento, además, ya hemos visto cómo obtener cifras decimales para divisiones no exactas de números naturales. Pues ahora vamos a dar un paso más, porque ya podemos ver cualquier fracción como una división. Así, todo número racional va a tener una expresión decimal que consistirá en dividir el numerador entre el denominador de una cualquiera de las fracciones que lo representan (claro, el resultado va a ser el mismo).


  Imagina que consideramos el número racional 7/4: para obtener su expresión decimal, realizamos la división:


  [image: ]


  Así que podemos escribir que 7/4 = 1,75. Ningún misterio.


  (No vamos a meternos a analizar algunos tipos de números decimales, como los periódicos puros o los periódicos mixtos, que corresponden a cursos de educación secundaria.)


  Obteniendo cifras decimales de raíces cuadradas

  (12-14 años)


  Hay record Guinness de casi todo. Hasta de extracción de decimales en raíces cuadradas. La persona que ostenta ese récord es nuestro amigo el asturiano Alberto Coto, capaz de calcular las raíces cuadradas de 10 números de 6 dígitos, extrayendo 5 decimales en cada uno de ellos, en el sorprendente tiempo de 6 minutos y 39 segundos. El secreto de Alberto: su entrenamiento diario, además de una admirable capacidad para el cálculo. Como en muchas ocasiones nos ocurre, uno llega a descubrir su genialidad por puro azar: Alberto estaba viendo un programa de televisión al que asistía una persona que decía tener facultades para el cálculo rápido… y se dio cuenta de que él era capaz de calcular mucho más deprisa que aquel concursante. Se presentó a ese concurso y ganó. Aquel fue el primer paso: ahora entrena todos los días para mantener sus récords y conseguir premios en los Campeonatos Mundiales de Cálculo. Nos puede pasar lo mismo con nuestro hijo: sus capacidades pueden estar latentes y solo tiene que ocurrir algo que las estimule; quizá un libro, una actividad cultural o ¡incluso un programa de televisión!


  En el capítulo 4 trabajamos con raíces cuadradas, y vimos un procedimiento para su cálculo. Seguro que recuerdas que algunas raíces cuadradas no son exactas, por lo que al finalizar el proceso se obtiene una aproximación al resultado y un resto. Con la introducción de los números con cifras decimales, podemos retomar estas raíces para que a partir del resto sigamos con el proceso y añadamos cifras decimales al resultado.


  Un ejemplo: vamos a calcular la raíz cuadrada de 3185. ¿Recuerdas cómo se hacía? Si no, no te preocupes, las matemáticas necesitan práctica y más práctica. A lo mejor quieres echar otro vistazo al capítulo 4: una ojeada y volverás a tenerlo claro. ¿Ya lo has hecho? Entonces vamos a por ese 3185. Si seguimos el procedimiento habitual, llegaremos a
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  Aquí viene la novedad, aunque es coser y cantar: a partir de aquí, lo único que tenemos que hacer es añadir una coma al resultado provisional 56, olvidarnos de esta coma, añadir dos ceros al resto 49 y seguir con el algoritmo como hasta ahora con el doble de lo que tenemos en la parte superior derecha (recuerda, sin la coma), los dos huecos donde incluiremos el mismo número… para obtener:
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  ¿Deseas más cifras decimales? Añádele al resto otros dos ceros y procede de la misma forma tantas veces como decimales quieras obtener. Aquí añadimos un paso más:
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  Como ves, tenemos que la raíz cuadrada de 3185 es aproximadamente 56,43. Si en algún paso quedara 0 en la parte del resto, tendríamos que la raíz cuadrada sería exacta e igual al valor obtenido.


  
    
      
        	
          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  El redondeo del euro (10-12 años)


  Probablemente esto no aparezca en el libro de tu hijo, pero es bueno saberlo: cómo se aproxima un decimal por redondeo. Además, si viaja a países con otra moneda, va a necesitar conocer esta técnica (de hecho, podéis imaginar que vais a viajar a Londres, o a Estados Unidos, y mirar precios de actividades u hoteles en Internet: esos viajes en los que hay que manejarse con otra moneda son una ocasión perfecta para poner en práctica las conversiones y los redondeos).


  Hace ya unos años que entramos en el euro: al hacerlo, se fijó el cambio tal que 1 euro equivalía a 166,386 pesetas. Para ver cuántos euros eran 1000 pesetas habría que dividir 1000 : 166,386 = 6,010121044. Como normalmente se trabaja con 2 decimales, había que redondear a la centésima más próxima: los resultados posibles eran 6,01 € o 6,02 €, pero el valor real 6,010121044 queda más cerca de 6,01 (recordemos la representación de los decimales en la recta), con lo que se hacía un redondeo «a la baja» y se admitía que 1000 pesetas eran 6,01 €, aunque, para hacer más sencilla la conversión, lo que se hacía en realidad era truncar los decimales, adoptando como equivalencia 6 euros = 1000 pesetas.


  Los ciudadanos de a pie no apreciábamos esto y a veces nos daba igual, pero en un redondeo mal aplicado a muchos clientes los comerciantes podían ganar dinero.


  Una historia diferente fue el incremento de precios: con la excusa de no trabajar con las monedas pequeñas de euro (de 1 y 2 céntimos), casi todo se «redondeaba» a múltiplos de 5 céntimos. En realidad, no se aplicaba un redondeo, sino que casi siempre se subía el precio al múltiplo de 5 céntimos más cercano (en un redondeo real, a veces se debería haber subido y a veces bajado). Peor aún fue la «aproximación» que se hizo, por ejemplo, con el café: pasó de costar 100 pesetas a 1 €. El aumento de precio en esos casos fue de más de un 66 %. Si no sabemos aritmética, nos pueden engañar fácilmente.


  ¿Por qué no le pides a tu hijo que compruebe alguna de estas conversiones de la peseta al euro? Podréis trabajar juntos las divisiones con decimales, los redondeos, y también repasar los porcentajes que vimos en el capítulo anterior (¡y de paso le ayudará a entender cómo se ha ido encareciendo el coste de la vida!).


  El número mágico 142 857 (10-12 años)


  Este número resulta mágico y vais a aprender a realizar un truco usando sus cifras. Para ello debes escribir en una tira de papel los números 1 4 2 8 5 7 y pegar los extremos de la cinta, como si se tratara de una pulsera. A continuación menciona el número mágico 142 857 y pídele a tu hijo que lance un dado (o, alternativamente, que diga un número entre 1 y 6). Después pídele que multiplique el número mágico por el resultado del lanzamiento del dado y tú le muestras que ese resultado estaba escrito en la pulsera.


  ¿No parece magia? En realidad lo es: es la magia de las matemáticas. Ese número 142 857 es la parte decimal del resultado de dividir 1 entre 7.


  Después de haber hecho el juego de magia, es interesante proponer a tu hijo que realice la división. Sí, puede parecer más pesado el hecho de sacar 6 decimales, pero merece la pena: hará la operación disfrutando del juego de magia.


  Probad luego a multiplicar este «número mágico» por 2, 3, 4, 5 y 6, y entenderéis lo que está ocurriendo: gracias a esta propiedad del 142 857, para conseguir el resultado de la multiplicación en tu pulsera, solo tienes que empezar por el lugar adecuado.


  El número áureo (10-12 años)


  Con este juego veremos otra propiedad increíble. Realiza todo este procedimiento paso a paso, y verás como te sorprendes. Después explicamos qué matemáticas están involucradas y cómo puedes utilizarlo con tu hijo.


  
    
  


  
    	Escribe en una hoja de papel, en vertical, los números del 1 al 20, para formar una lista.


    	Al lado del número 1 escribe un número de 1, 2 o 3 cifras, el que quieras.


    	Al lado del número 2 escribe otro número (o el mismo) de 1, 2 o 3 cifras.


    	En el tercer lugar de la lista escribe la suma de los dos primeros números escritos.


    	En la cuarta posición escribe la suma de los números segundo y tercero. En la quinta, la suma del tercero y el cuarto… Continúa rellenando así las 20 posiciones de la lista (cada hueco se rellena con la suma de los dos números anteriores).


    	Escribe aparte el número que ocupa la posición 20 y divídelo entre el que ocupa la posición 19.


    	Recuerda que tú escribiste los números que quisiste al principio. No obstante, tengo una predicción del resultado de la división: 1,61803.

  


  En realidad, esto es muy conocido y el número que aparece al final es el número áureo. La secuencia numérica que has construido es similar a la sucesión de Fibonacci, de la que ya hemos hablado (y que aparecía por doquier en El código Da Vinci).


  Al margen del par de números por los que comiences la secuencia, llegarás al final al mismo resultado y, por el camino, habrás practicado las sumas y la división con decimales, con tantos como quieras.


  Otra actividad con el número áureo (13-14 años)


  Siguiendo con el número áureo 1,61803…, este puede calcularse del siguiente modo:


  
    
  


  
    	Calcula la raíz cuadrada de 5.


    	Suma 1 al resultado de esa raíz.


    	Divide entre dos el resultado anterior.

  


  El número áureo o razón áurea (1 + √5) /2 = 1,61803…, conocido también como el número divino, corresponde a la razón o proporción entre las longitudes de ciertos segmentos. Este valor aparece a menudo en la naturaleza: por ejemplo, los matemáticos de la antigua Grecia ya sabían que este número aparecía en la distribución de los pétalos de algunas flores. Por otra parte, en la obra pictórica de Leonardo da Vinci se puede observar lo que él consideraba como las proporciones ideales del cuerpo humano: según decía, un cuerpo perfecto debe cumplir que la altura total dividida entre la altura a la que está el ombligo dé como resultado el número áureo.


  En la actualidad el número áureo está también muy presente. Así, por ejemplo, si divides la longitud del lado mayor entre la longitud del lado menor de tu DNI, ¿qué resultado obtienes? Haz la prueba. ¿Casualidad?


  Decimales de π (10-12 años)


  Aunque en este libro no nos dedicaremos al número π y sus aplicaciones hasta llegar al capítulo de la geometría, sí que podemos recordar que tiene que ver con la longitud de una circunferencia y que aproximadamente vale 3,14. Si para aumentar la precisión decidimos utilizar 4 decimales, por lo general se toma como referencia 3,1416 (redondeando a la diezmilésima más próxima).


  Para entretenernos practicando la relación que hay entre fracciones y decimales, podemos hacer el siguiente ejercicio: escribid los primeros números impares, dos veces cada uno en una tira de papel: 1 1 3 3 5 5.


  Partidla por la mitad y colocad el trozo de la derecha sobre el de la izquierda. Así quedará:


  3 5 5


  1 1 3


  Si pensamos en esos números como en una fracción: 355/113, obtendremos una muy buena aproximación de π, descubierta por el matemático chino Zu Chongzhi en torno al año 480 de nuestra era. Fue la mejor aproximación que se tuvo de ese número hasta el siglo XIII.


  ¿Por qué no le propones a tu hijo que haga esa división con decimales como ejemplo? Se verá en qué medida coincide con π.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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  La necesidad de medir (0-99 años)


  Al realizar mediciones con cierta precisión es necesario el uso de números con cifras decimales, y como hemos visto en el capítulo anterior, estos se introducen a partir de los nueve años. Sin embargo, el niño tiene necesidad de medir mucho antes. Por eso, hasta que las cifras decimales no se introduzcan, evitaremos ejemplos y ejercicios donde se tenga que hacer uso de ellas.


  Ahora sí: ¿de dónde nos viene esa necesidad de medir? A decir verdad, surge ya desde nuestros orígenes. Así, el hombre prehistórico ya requería medir el tiempo: le resultaba útil contar el número de días y conocer los cambios en las estaciones; para ello su herramienta principal era la observación astronómica. También desde la Antigüedad se empezaron a medir longitudes, empleando como patrones partes del cuerpo humano: el «codo», el «pie», el «palmo»…


  Para medir áreas, volúmenes y pesos, la civilización egipcia contaba con sus propias unidades que le permitían hablar de lo grande que era un objeto, una extensión de terreno, la cosecha… y hacer comparaciones. Además, los antiguos egipcios tenían el «problema» (que en realidad no era tal, sino que fue el origen de su civilización) de las crecidas del Nilo. Necesitaban precisión astronómica para determinar en qué época del año crecía el río, medir su volumen de agua o delimitar las tierras que se veían anegadas cada año, ya que en cada crecida del río se perdían los límites de las parcelas. Por supuesto, también se requerían medidas precisas en la construcción de las pirámides: no les fue nada mal, porque llevan en pie miles de años.


  En este capítulo presentaremos las unidades de medida, aunque desarrollaremos las mediciones en el siguiente, dedicado a la geometría. El nombre geometría significa precisamente «medida de la tierra» y está en el origen del desarrollo de la matemática griega. Así, aquí introduciremos las unidades que sirven para estimar longitudes, áreas, volúmenes, masas y capacidades, además de las unidades que nos permiten estimar el tiempo y la medida de los ángulos. Presentaremos menos actividades que en otros capítulos, porque lo realmente interesante es practicar las medidas y sus unidades junto con el estudio de la geometría: es entonces cuando se podrán contextualizar los problemas de modo natural.


  El problema principal que ha existido con las medidas ha sido que cada cultura ha adoptado sistemas diferentes e incluso a la misma medida, como el codo, cada cultura le asociaba una longitud distinta. Un lío de cuidado.


  En el siglo XVII, Luis XIV realizó un intento de unificar los pesos y las medidas en Francia, pero según relata el matemático Denis Guedj en su libro El metro del mundo, el comisario encargado de realizar esa unificación le dijo que no lo veía nada claro…, y así se quedó. Lo que no logró el rey lo consiguió la Revolución francesa. Tras ella se definió el metro para determinar la longitud, el área (equivalente a 100 metros cuadrados) para determinar la superficie, el estéreo (1 metro cúbico) para medir el volumen de leña y el litro (1 decímetro cúbico) para determinar el volumen de líquido. Por último, se definió el gramo como unidad de masa.


  Francia adoptó estas medidas el 10 de diciembre de 1799. El Reino Unido permitió utilizar el sistema métrico decimal en 1864 y se utiliza para muchos cálculos administrativos, sin embargo, muy a pesar de lord Kelvin, su uso no es demasiado frecuente. En 1875 se creó el Bureau International des Poids et Mesures con el objeto de mantener los estándares de las unidades. En España se estableció por decreto la obligatoriedad de utilizar el sistema métrico decimal a partir de julio de 1880. Aun así, siguieron utilizándose medidas como las fanegas, celemines, varas o azumbres.


  De hecho, todavía hoy el sistema métrico decimal no está completamente implantado. Ni siquiera en los ámbitos científicos: en el capítulo anterior explicábamos cómo se perdió la sonda Mariner 1 por la confusión entre el uso de la coma o del punto para marcar los decimales. En 1999 el Mars Climate Orbiter se estrelló en Marte por algo parecido: el equipo norteamericano de ingenieros que calculó las fuerzas de propulsión lo hizo utilizando el sistema anglosajón de unidades (libras de fuerza por segundo), mientras que los que construyeron los propulsores lo hicieron teniendo en cuenta el sistema métrico decimal. A ninguno de ellos se le ocurrió hacer una conversión y trabajar en las mismas unidades. Triste: con esta descoordinación se perdieron 125 millones de dólares.


  Las primeras comparaciones visuales: longitud, peso y capacidad (4-8 años)


  De la misma forma que el niño necesita contar, también surge la necesidad de medir: las alturas de sus muñecos y de él mismo; el tamaño de diferentes objetos. En otras ocasiones querrá comerse el mayor trozo de chocolate o elegirá la manzana más pequeña. Por eso, una primera forma de acercar al niño a las mediciones es pidiéndole que a simple vista compare la longitud de dos lápices, el peso de dos objetos, el tamaño de dos juguetes, etcétera. También debemos realizar el paso al papel. Así, puede comparar dos líneas para decirnos cuál es más larga, o descubrir que en un folio siempre hay un lado más grande que el otro.


  Ante dos recipientes, podrá ver cuál tiene mayor capacidad simplemente llenando de agua uno de ellos y vertiéndolo en el otro: si el segundo rebosa, tendrá menor capacidad; si se queda igual, la misma; y si no se llena, será mayor que el primero.


  Para descubrir de entre dos objetos cuál es más pesado, puede poner los dos en una balanza con brazos, como si fuese el columpio típico del parque. La balanza se inclinará hacia el lado del más pesado. Este mismo principio le servirá para comparar su peso con el de sus compañeros al columpiarse jugando y divirtiéndose en el parque.


  Las primeras medidas: palmos, pasos y pies (5-8 años)


  Imaginemos una situación: estamos cambiándonos de oficina y no sabemos si la mesa va a caber en el nuevo espacio que nos asignan. Si no tenemos un metro a mano, ¿cómo podríamos proceder? Lo normal es que midamos de un modo aproximado, probablemente usando palmos, o pies, o contando las baldosas del suelo. Eso es lo que hace el árbitro en un partido de fútbol: mide en pasos la distancia a la que se debe situar la barrera en el lanzamiento de una falta. Es la misma forma que empleaban nuestros antepasados más antiguos, la primera con la que el niño realizará mediciones: que utilice partes de su cuerpo, como las manos y los pies. Así, a modo de ejercicio podríamos pedir que midiera la distancia entre dos puntos en una mesa utilizando sus manos (y, claro, que aproximara a un resultado entero del tipo: «La mesa mide 6 palmos»).


  Análogamente, también podrá calcular la distancia entre dos objetos en una habitación utilizando sus pies o midiéndola con pasos.


  Las primeras medidas con una regla: los centímetros

  (6-8 años)


  Muy probablemente nuestro hijo nos habrá acompañado a alguna tienda de muebles o de bricolaje, de esas que dan una tira de papel con marcas, que podemos utilizar como metro. Si a tu hijo le ha ocurrido como a los nuestros, te habrá imitado en esos lugares, cuando has ido a buscar la mesa Gävle o la cortina Sigrid (no sabemos si estos productos existen realmente, pero podría ser: las mesas y los sillones llevan nombres de ciudades, y los tejidos llevan nombres de mujer; aunque parezcan nombres extraños, todo tiene su lógica). Así, habrá cogido un «metro» y medido algún objeto.


  Una vez que el niño ha realizado sus primeras mediciones, podemos ya introducirle el uso de la regla. Pídele que realice mediciones en una hoja pautada, y también que calcule distancias entre puntos, que mida las longitudes de los objetos que tiene a mano, etcétera.
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  Es conveniente decirle que la unidad que estamos empleando es el centímetro: seguro que el niño ya ha oído hablar de ellos antes.


  Una nueva unidad que aparece en la regla: los milímetros (7-12 años)


  En ocasiones, cuando estamos midiendo una longitud y contamos el número de centímetros, vemos que nos queda una parte que sobrepasa una marca de centímetro, pero no llega al siguiente.


  Prestando un poco más de atención, vemos en la regla que cada centímetro viene dividido por unas rayitas más pequeñas: son los milímetros y nos permiten dar con más precisión la longitud del objeto. Cuando hayamos presentado al niño los decimales, podemos trabajar con estos: dile que un milímetro es 0,1 centímetros o, equivalentemente, que 10 milímetros equivalen a 1 centímetro.


  En nuestro caso, el lápiz de la figura anterior mediría 14 centímetros y 7 milímetros.


  Introduciendo las distintas unidades de longitud (7-12 años)


  Expresar la distancia entre dos ciudades en centímetros implicaría utilizar números muy grandes. Afortunadamente, tenemos unidades diferentes, todas ellas referidas al metro, que permiten medir desde la distancia que hay entre Madrid y Barcelona hasta el tamaño de una broca o un destornillador. Cuando en ciencia se necesitan unidades más pequeñas, como para medir distancias entre moléculas, las que se emplean se definen con una pauta similar. Si nuestro hijo afianza bien el proceso con el que puede pasar, por ejemplo, de milímetros a kilómetros, no tendrá ningún problema, tanto si en el futuro tiene que enfrentarse a distancias microscópicas como si tiene que hacerlo con tamaños astronómicos.


  Comenzaremos pasando de «formas complejas» (donde lo que queremos expresar viene dado con unidades diferentes) a «formas incomplejas» (en las que la medida viene dada usando una única unidad de medida) y luego en la dirección contraria. Así, le propondremos ejercicios de este tipo, con unidades mayores y menores:


  
    
      Transformar 7 cm, 3 mm a milímetros:
    

  


  
    
      7 cm = 7 · 10 mm = 70 mm → 7 cm, 3 mm = 70 mm + 3 mm = 73 mm
    

  


  
    
      Transformar 4 cm, 50 mm a centímetros:
    

  


  
    
      50 mm = 5 cm → 4 cm, 50 mm = 4 cm + 5 cm = 9 cm
    

  


  Al revés, si queremos expresar 89 mm en la forma compleja (es decir, en unidades distintas), tendríamos que separar de este modo:


  
    
      89 mm = 80 mm + 9 mm y 80 mm = 8 cm → 89 mm = 8 cm, 9 mm
    

  


  Ahora iremos introduciendo de una en una nuevas unidades de medida. Como afortunadamente estamos utilizando el sistema métrico decimal, las relaciones entre unas y otras unidades tienen que ver con potencias de 10 y multiplicar o dividir por 10 es muy sencillo. Para introducir nuevas unidades comenzaremos con los decímetros (cuya abreviatura es dm) y los metros (representados por la letra m, en minúscula), relacionados con las unidades anteriores del modo siguiente:


  
    
      1 dm = 10 cm = 100 mm
    

  


  
    
      1 m = 10 dm = 100 cm = 1000 mm
    

  


  Y podremos plantear ejercicios como los anteriores:


  
    
      Transformar 1 m, 5 dm, 3 cm, 4 mm a milímetros:
    

  


  
    
      1 m = 1000 mm; 5 dm = 500 mm; 3 cm = 30 mm → 1000 + 500 + 30 + 4 → la cantidad pedida es 1534 mm
    

  


  Para finalizar, introduciremos los decámetros (que se representa como dam, aunque antes también se admitía Dm, y quizá te lo encuentres así en libros más antiguos), los hectómetros (hm) y los kilómetros (km).


  
    
      1 dam = 10 m
    

  


  
    
      1 hm = 10 dam = 100 m
    

  


  
    
      1 km = 10 hm = 100 dam = 1000 m
    

  


  Aprender el paso de unas unidades de longitud a otras será fundamental para que nuestro hijo pueda seguir correctamente otras asignaturas. Pronto empezarán a aparecer problemas en la asignatura de física en los que tendrá que pasar de unas unidades a otras y más vale que sepa hacerlo bien para que no le pase lo que a los constructores de la Mars Climate Orbiter.


  Para poder ejercitar el paso de expresiones complejas a incomplejas, y viceversa, y de longitudes expresadas en unas unidades de medida a otras será de gran utilidad la siguiente tabla:


  [image: ]


  Así, por ejemplo, si nos preguntan cuántos metros son 8,3 mm, tendríamos que contar el número de saltos hasta llegar a metros (en este caso 3) y luego, como hemos ido hacia la izquierda, dividiríamos por 103 = 1000:
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  Así, 8,3 : 1000 = 0000000,0083 = 0,0083 → 8,3 mm = 0,0083 m.


  Esto podréis trabajarlo con cifras decimales una vez tu hijo se haya familiarizado con ellas.


  Por otra parte, si queremos expresar 0,025 km en centímetros, debemos contar el número de saltos desde kilómetros hasta llegar a centímetros, que son 5, por lo que debemos multiplicar por 105 = 100 000:
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  Así, 0,025 · 100 000 = 002500,000 = 2500 cm → 0, 025 km = 2500 cm


  Sumas y restas de longitudes en forma compleja e incompleja (8-12 años)


  Supongamos que queremos ir desde nuestra casa a la panadería, desde la panadería al kiosko de prensa y desde allí de nuevo a casa. Supongamos que conocemos además los valores de esas tres distancias. ¿Cómo podemos calcular la distancia total recorrida? Exacto: totalizar la distancia se corresponde con una suma; debemos sumar cada una de las distancias recorridas en los diferentes trayectos. En otras ocasiones puede interesarnos calcular la distancia que nos falta por recorrer cuando ya hemos realizado un tramo de nuestro camino, lo que se corresponde con una resta. En esos casos, nuestro hijo tiene que saber operar con las longitudes, trabajando con las diferentes unidades que aparezcan, y los paseos y viajes en coche se convierten en una práctica estupenda: ya hay una operación matemática (aún no de tiempo, pero sí de distancia) ante la inevitable pregunta: «¿Cuánto falta?» («Son 120 km y llevamos 70», o «Son 2 km y llevamos 750 m»).


  Las longitudes pueden venir dadas de forma compleja o incompleja, por lo que resulta necesario saber operar en ambos casos y para ello debe dominar las equivalencias entre las diferentes unidades de longitud. Siguiendo las pautas adecuadas no se presenta ninguna dificultad:


  1. Para la suma de longitudes en forma incompleja: si ambas vienen expresadas en la misma unidad de longitud, se efectúa tranquilamente la suma, mientras que en otro caso, al sumarlas obtendremos una medida en forma compleja, que después debemos pasar a la unidad que deseemos. Por ejemplo:


  Para calcular 3 m + 9 m → el resultado (directamente) es 12 m


  Para calcular 1 m + 13 cm, debemos proceder del modo siguiente:


  1 m + 13 cm = 100 cm + 13 cm = 113 cm


  En el caso de que las longitudes vengan dadas en forma compleja, sumaremos los números correspondientes a las mismas unidades y, empezando por la unidad de medida menor, los valores que excedan de 10 los pasamos a la unidad superior. Por ejemplo:
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  11 km 2 hm 13 dam 6 m = 11 km 3 hm 3 dam 6m


  2. Para la resta de longitudes, el proceso es similar: si las medidas vienen en la misma unidad, restamos y listo; mientras que en el caso de estar en diferentes unidades, realizamos la resta unidad a unidad empezando por la menor. Eso sí, si encontramos que una unidad del minuendo tiene menor valor que la correspondiente del sustraendo, deberemos añadir en el minuendo una cantidad proveniente de otras unidades mayores. Por ejemplo, para restar:
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  como el número de metros del minuendo es menor que el número de metros del sustraendo, pasamos un decámetro de los 9 que tenemos a metros. Se transformaría en
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  Ahora, como el número de hectómetros también es menor en el minuendo (no hay ninguno) que en el sustraendo, es necesario pasar 1 kilómetro a hectómetros. Entonces ya estaría la resta lista para que nos pusiéramos manos a la obra:
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  Medidas de superficie (9-12 años)


  Hasta ahora nos hemos ocupado únicamente de la medida de unidades de longitud, pero no son las únicas interesantes. Por ejemplo, cuando compramos un piso nos preguntamos cuántos metros cuadrados tiene (a veces hablamos de «metros» en lugar de «metros cuadrados», porque sobreentendemos que estamos hablando de una superficie, pero para no causar confusión, más vale utilizar la terminología con propiedad).


  La unidad principal de medida de superficie será el metro cuadrado (m2), que se corresponde con el área de un cuadrado en el que su lado mide un metro. También podemos hablar de decímetros cuadrados (dm2) y de centímetros cuadrados (cm2), como las superficies equivalentes al área de un cuadrado que tenga, respectivamente, 1 dm o 1 cm de lado.


  Obviamente: 1 m2 = 100 dm2 = 10 000 cm2
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  Igual se definirán los milímetros cuadrados (mm2) y las áreas correspondientes a las unidades mayores: kilómetros cuadrados (km2), hectómetros cuadrados (hm2) y decámetros cuadrados (dam2). Así, las unidades de área aumentan y disminuyen según potencias de 100:
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  Al decámetro cuadrado (equivalente a 100 m2) también se le denomina área (a), y hay que tener cuidado en esos casos con la nomenclatura, ya que una deciárea (da) es la décima parte de un área, esto es: 1/10 · 100 m2 = 10 m2. Por otra parte, una hectárea (ha) equivale a 100 áreas, esto es, a 100 · 100 m2 = 1 hm2.


  Para fijar ideas, las dimensiones del estadio Soccer City, donde se jugó la final del Campeonato Mundial de Fútbol de 2010, eran de 105 m de largo (línea de banda) por 68 de ancho (línea de meta), lo que le proporciona una superficie de 7140 m2, esto es, 0,714 ha. ¿Por qué no pruebas a medir con tu hijo la superficie de alguna de las habitaciones de vuestra casa?


  Medidas de masa, capacidad y volumen (9-12 años)


  Al trabajar con unidades de volumen hay que tener cuidado con la forma en que aumentan y disminuyen. Vamos a poner un ejemplo: un gorila mide aproximadamente 1 m 80 cm de alto y pesa unos 200 kg. Supongamos que King Kong mide 18 metros, ¿puedes intuir cuánto pesaría? Muchas personas a las que les hemos hecho esta pregunta responden que 2000 kg (multiplican por 10, al igual que se ha multiplicado la altura), pero la respuesta correcta sería 200 000 kg, porque King Kong es tridimensional: para mantener la misma forma de gorila no solo debe aumentar a lo alto, sino también a lo ancho y grueso. ¿Estaría preparado el Empire State para soportar ese peso cuando King Kong trepa por él? Muchas veces los guiones de cine no prestan atención a las matemáticas. Es divertido ver también las películas desde ese otro ángulo.


  Al mismo tiempo y de la misma forma que vamos introduciendo las unidades de medida y sus correspondientes ejemplos y ejercicios, podemos introducir en paralelo las distintas unidades de masa y capacidad. Así tendríamos:


  Para masa: los gramos, sus submúltiplos decigramos, centigramos y miligramos, y sus múltiplos decagramos, hectogramos y kilogramos. De nuevo será de utilidad una tabla análoga a la que hicimos para longitudes:
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  Para capacidad: los litros, sus submúltiplos y sus múltiplos, con la tabla asociada:
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  De la misma forma que hemos operado con las longitudes, lo haremos con la masa y la capacidad, sea en forma incompleja o compleja.


  Con respecto a las medidas de volumen, la unidad fundamental será el metro cúbico (m3), que se define como el volumen de un cubo que tuviera 1 m de lado. Igual que antes con las medidas de superficie, ahora podemos considerar el decímetro cúbico, que es el volumen de un cubo cuyo lado es 1 dm. Como cada lado de un cubo de 1 m equivale a 10 dm, se tiene que el metro cúbico contendrá 103 = 1000 dm3. Las otras medidas de volumen que se emplearán son el centímetro cúbico (cm3), el milímetro cúbico (mm3), el decámetro cúbico (dam3), el hectómetro cúbico (hm3) y el kilómetro cúbico (km3, que no se suele emplear, debido a su gran tamaño).
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  Las medidas de capacidad, masa y volumen tienen también una relación importante: 1 litro = 1 dm3, y 1 kg = la masa de un litro de agua a 4 ºC. Todas estas convenciones son necesarias, como también lo es medir correctamente.


  En tu propia casa encontraréis una fuente estupenda de trabajo: muchas de nuestras compras habituales incluyen la masa o la capacidad en sus envases: 1 litro de leche, 250 g de mantequilla, 5 kg de patatas… Si tu hijo te acompaña a hacer la compra, ve pidiéndole que localice los productos por el peso, con unidades menores o mayores a las que marcará el envase («0,5 kg de azúcar», «1000 cm3 de leche»). Será prácticamente una yincana: eso sí, ese día, mejor ir al supermercado sin ninguna prisa.


  Medidas de tiempo, primer contacto (4-8 años)


  Ya desde edades tempranas el niño va a empezar a familiarizarse con expresiones temporales como antes, después, por la mañana, por la tarde, etcétera. Al principio lo normal es que muestre confusión, pero si vamos corrigiéndole, poco a poco irá mejorando. Todo ello es fruto de que no tiene una buena noción del tiempo. En este momento sería bueno que introdujésemos los días de la semana, las estaciones y los meses del año, para que los vaya asimilando. Por otra parte, ya hemos visto que un buen ejercicio para aprender a contar es que cada día por la noche cuente hasta el día del mes en el que está: la idea es crear un vínculo entre el aprendizaje de los números y del tiempo.


  Una vez el niño cumple 6 o 7 años, es el momento de que aprenda a leer la hora en relojes tanto digitales como analógicos (con los cuartos y las medias también tenemos una estupenda oportunidad de familiarizar al niño con las fracciones), y comience a conocer las diferentes medidas y sus equivalencias: hora, minutos y segundos (1 h = 60 min, 1 min = 60 s). También trabajaremos unidades mayores y sus equivalencias: día, mes y año. Aunque cada mes tiene una duración diferente, en los problemas se suelen considerar meses de 30 días.


  Tendrás que contarle a tu hijo que febrero es un mes «extraño», que tiene 28 días salvo cada cuatro años, cuando tiene 29. Aunque la distribución del calendario en meses es artificial, no podemos hacer nada con los bisiestos: la Tierra tarda unos 365 días y cuarto en dar una vuelta completa alrededor del Sol. Lo que se hace es una aproximación por un número entero (365) y cada cuatro años se añade un día más, en el mes más corto.


  Los matemáticos babilonios se dieron cuenta de que más o menos cada 360 días las estrellas recobraban la posición que tenían en el firmamento. Los babilonios también dividieron el círculo en 360 grados (como veremos un poco más tarde en este mismo capítulo), relacionándolo con la división del cielo y del año en 12 períodos de 30 días cada uno. También fueron quienes establecieron siete días en la semana, relacionándolo con las fases lunares. Conocer estos datos y contárselos a nuestro hijo hará que aumente su interés por la materia: situarnos en las bases del conocimiento siempre da buenos resultados.


  El calendario que tenemos ahora se debe a Julio César: el emperador romano contó con la colaboración del astrónomo egipcio Sosígenes, que conocía bien el año solar, para formar un calendario que alternase meses de 30 y 31 días. Además, el mes quintilis cambió su nombre por el de julio.


  Hemos comenzado este capítulo hablando de la adopción del sistema métrico decimal debido a la Revolución francesa, pero es que también quisieron homogeneizar el calendario: establecieron 12 meses de 30 días cada uno, divididos en 3 semanas de 10 días. El comienzo de las estaciones también coincidía con un comienzo de mes, con lo que los equinoccios y solsticios eran el primer día de los meses en los que ocurrían. Los matemáticos y astrónomos Romme, Lalande, Delambre y Laplace trabajaron en el diseño y distribución de los meses. Todo muy elaborado, pero… si son 12 meses de 30 días cada uno, ¿qué pasa con los 5 días que «sobran»? ¡Fiesta! Sí, se establecieron 5 días de fiesta nacional al final de cada año (y 6 en los bisiestos). Lástima que Napoleón aboliera todo este trabajo el 1 de enero de 1806.


  Trabajando con las distintas medidas de tiempo (8-10 años)


  Medir el paso del tiempo no es difícil. Cuando nos desplazamos a un país extranjero con un huso horario distinto al nuestro, lo único que debemos hacer es adelantar o retrasar nuestro reloj, dependiendo de dónde nos encontremos, pero una vez allí, el tiempo seguirá midiéndose en horas, minutos y segundos. Trabajar con estas unidades es un poco más complicado de lo normal porque, como ya hemos indicado, no siguen un sistema decimal, pero la idea que subyace cuando pasamos de unas unidades a otras es la misma que la que estaba presente cuando cambiábamos entre unidades de longitud y volumen.


  Es conveniente que el niño maneje con soltura el paso de unas medidas de tiempo a otras. En este caso hay que tener mucho más cuidado, ya que no trabajamos siempre con múltiplos de un número (en las medidas presentadas hasta ahora eran múltiplos de 10), por lo que puede complicarse un poco el asunto. Así, por ejemplo, plantearemos problemas del tipo:


  
    
      
        
          
            
              2 días = ____________________ horas
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              7200 segundos = ____________ horas
            

          

        

      

    

  


  A partir de aquí, prueba a trabajar con tu hijo partiendo de cantidades complejas e incomplejas, igual que hemos hecho para el resto de las medidas. No os resultará difícil, y es fácil de practicar, surgirán mil ejemplos a lo largo del día.


  Unidades de medidas de ángulos (10-12 años)


  Una mesa tiene esquinas y un globo no. Un cristal de cuarzo y un diamante también tienen esquinas, mientras que una perla no las tiene. Esas esquinas tienen mucho que ver con el concepto matemático de ángulo. No nos hace falta explicar mucho sobre qué es, porque la palabra se utiliza en el lenguaje cotidiano.


  La definición matemática de ángulo puede parecer un poco ambigua, pero ahí va: «ángulo es la porción de espacio que existe entre dos semirrectas con origen común, el vértice del ángulo». En el próximo capítulo, dedicado a la geometría, veremos la utilidad de introducir este concepto, aunque ya podemos intuir alguna de las razones (por ejemplo, cuando vamos subiendo una pendiente, la calle forma un ángulo con la horizontal; por otra parte, el niño también sabrá que más le vale no darse golpes con esquinas angulosas). De momento, aquí nos conformaremos con medir los ángulos.
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  Un ángulo recto es aquel que se forma en cualquiera de los vértices de un cuadrado o rectángulo. A los ángulos menores que uno recto se les llama ángulos agudos y a los mayores, ángulos obtusos.
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  El instrumento que permite medir ángulos es el transportador y, en primaria, la unidad de medida será el grado sexagesimal: una circunferencia se corresponde con 360º sexagesimales.


  Como ya hemos comentado, esto es un vestigio de los usos de los astrónomos babilonios, que para casi todo utilizaban un sistema con base 60. Así, un ángulo recto es un ángulo que tiene 90º sexagesimales (la cuarta parte de una circunferencia), uno agudo tendrá menos de 90º y uno obtuso más de 90º (y menos de 180º). Al ángulo de 180º (una línea recta) se le denomina ángulo llano.


  Muchas veces escuchamos frases como «nuestra vida ha dado un giro de 360º». Es gracioso oírlo, porque si giramos 360º, lo que hacemos es dar una vuelta completa, con lo que acabamos en la misma posición de partida. Pasar de una posición a la simétrica se corresponde con un giro de 180º. Por otra parte, los ángulos mayores de 360º se corresponden con el resto resultante de dividir el ángulo entre 360. Por ejemplo, un ángulo de 372º es equivalente al de 12º.


  Además de los grados, también tenemos unidades de medida que son submúltiplos de estos: los minutos y los segundos. Exactamente igual que con el tiempo, 1º = 60 min y 1 min = 60 s. Con esto claro, plantéale a tu hijo ejemplos y ejercicios análogos a los tratados con el resto de las medidas, paso de unas a otras unidades y operaciones.


  
    
      
        	
          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Las que se proponen en este capítulo sobre todo están encaminadas a que nuestro hijo comprenda qué representa cada unidad y cómo se pasa de unas a otras. También es importante que distinga entre unidades lineales, de superficie y de volumen. Fundamentalmente, debe trabajar los cambios de unidades, sea midiendo, pesando o cocinando.


  Midiendo los objetos cotidianos (7-9 años)


  Una tarea que podemos hacer con nuestro hijo es medir objetos cotidianos: medidas lineales como los huecos de las puertas o los tamaños de las baldosas de la cocina. Podemos comparar el tamaño de las baldosas del suelo con el de los azulejos de la pared. También se puede calcular el área de estas baldosas y expresar todas las mediciones que hagamos en diferentes unidades: sobre todo cm2, dm2, y m2, aunque convendrá expresar de vez en cuando las superficies también en dam2 y mm2, fundamentalmente como ejercicio para practicar los cambios de unidades.


  Igual puede medir su mesa o la hoja en la que escribe. Lo principal esta vez es que practique el cambio de unidades correctamente y que no olvide que las unidades de superficie aumentan y disminuyen según potencias de 100.


  ¿Cuánto mido? (9 a 13 años)


  A partir de una cierta edad, es normal que el niño empiece a llevar un control sobre la altura solo por ver cuánto ha crecido desde la última vez: no será raro que tu hijo deje la pared llena de marcas (eso al menos le pasaba a uno de nosotros: ¡de pequeño, Juan se llevó más de una regañina al respecto!). De hecho, existen colgantes de pared que suelen situarse en las habitaciones de los niños que, además de servir de decoración o de percha, también hacen la función de una regla. Una forma de trabajar con las medidas de longitud sería ir recogiendo en una libreta el valor obtenido cada vez, y expresarlo en forma incompleja en metros y también en decímetros, centímetros y milímetros: mido 1,22 m = 12,2 dm = 122 cm = 1220 mm. E igual en forma compleja: mido 1 m 2 dm 2 cm.


  Recetas de cocina (9 a 13 años)


  Una receta de cocina siempre comienza con un listado de los ingredientes junto con la cantidad que utilizaremos de cada uno de ellos. Una buena forma de familiarizar al niño con las medidas de masa es que él se encargue de pesar en la báscula cada uno de los ingredientes, planteando cuestiones para que realice conversiones a otras unidades de medida: «500 g, ¿a cuántos kg equivale?, ¿y a cuántos mg?».


  Además, también podremos trabajar con fracciones: 1/4 de kilogramo, 1/2 kilogramo… Por otra parte, las recetas suelen referirse a una cantidad de comensales, normalmente cuatro o seis, y como en muchas ocasiones debemos cocinar para menos personas, tenemos que adaptar las cantidades de cada uno de los ingredientes. Los que cocinamos de vez en cuando y somos rigurosos con las medidas estamos acostumbrados a realizar estos cálculos: pidámosle al niño que nos ayude en esta tarea.


  (Aunque todos lo sabemos, no está de más recordar lo peligrosos que pueden resultar los cuchillos, los recipientes calientes, etcétera. Hemos de ir con mil ojos cuando el niño nos acompañe en la cocina.)


  Accede al material adicional de este capítulo:


  [image: ]


  


  


  


  
    
      
        	
          

          capítulo


          nueve

        

        	
          

          Geometría: formas y diseño

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Las ecuaciones son solo la parte aburrida de la matemática.
        

      

    

  


  
    
      
        
          Trato de ver las cosas en términos de geometría.
        

      

    

  


  STEPHEN HAWKING10


  Las formas (0-99 años)


  En este capítulo abordaremos una de las ramas básicas y más importantes de las matemáticas: la geometría. Su nombre tiene que ver con la medida de la Tierra (Gea era la personificación de la Tierra en la mitología griega), el mundo que nos rodea y en el que vivimos, y su estudio surge de forma natural por la necesidad de conocer nuestro entorno. Antes de aprender a contar tenemos contacto con las formas: sabemos que un plato es redondo y que hay que tener cuidado con las esquinas, que son puntiagudas. También encontraremos otras formas: algunas serán planas, como los polígonos, los círculos o las figuras del Tangram; y otras serán tridimensionales: desde las maderitas del juego de construcción hasta las cajas, las pelotas, los muñecos de peluche, el biberón o los vasos.


  Entre todos estos objetos podemos encontrar diferencias y similitudes: tanto el plato como la pelota son redondos, pero «ser redondo» no es lo mismo en cada uno de esos objetos. Un especialista lo explicaría señalando que uno y otro son las versiones bidimensional y tridimensional, respectivamente, del mismo tipo de objetos matemáticos. Los adultos solemos olvidar esa relación, pero los niños abstraen de forma natural y dicen que ambas cosas son «redondas». Intentaremos dejar claras estas ideas en este capítulo: cómo enfrentarnos a la enseñanza de la geometría, observando objetos cotidianos.


  Dado el gran número de contenidos de geometría que se imparten en la educación primaria y que en muchísimos casos son de tipo clasificatorio, en este capítulo, más que realizar un recorrido exhaustivo sobre todos ellos, nos centraremos en las claves que nos permitirán aprender geometría del mejor modo posible. De hecho, muchas personas relacionan la geometría con el aprendizaje y uso de una enorme cantidad de fórmulas, pero, al contrario, nuestra opinión es clara: más que uso, es abuso, y pensando un poco podemos evitar desgastar de una forma tan inútil nuestra memoria y así no incrementar el odio por las matemáticas.


  En las primeras etapas de la educación formal (recordemos que el niño está educándose en casa desde su nacimiento) nos plantearemos como objetivo identificar en la realidad algunos conceptos geométricos. Así, deberán distinguir entre líneas abiertas y cerradas, entre curvas y rectas o entre izquierda y derecha. Además, los niños reconocerán los polígonos, en especial los triángulos y los cuadrados. Después de ver estas figuras planas, se aumentará la dimensión y se presentarán los prismas (una caja de zapatos), esferas (una pelota), pirámides (muchos juguetes para bebés, en los que deben apilar objetos, tienen esta forma), conos (como el de los helados) y cilindros (como una lata de refresco). El objetivo principal será relacionar objetos reales, y ser capaces de decir si corresponden con una figura trabajada, o bien si no encaja con ninguna.


  También se introducirán algunas ideas que nos ayudarán a dibujar simetrías o a resolver laberintos, siempre intentando desarrollar la parte lúdica de la matemática.


  En el frontispicio de la Academia platónica, que en cierto modo es el antecedente de las actuales universidades, estaba escrito: «No entre aquí quien no sepa geometría». Pues bien, para poder tener derecho de admisión, comencemos a aprender.


  Los primeros pasos en geometría (6-8 años)


  ¿Qué nociones geométricas son las primeras que puede aprender un niño? Quizá las que le ayudan a orientarse, a pedir cosas o a establecer relaciones. Los que veíamos Barrio Sésamo recordamos todavía a Coco explicando los pares de conceptos «arriba-abajo», «delante-detrás», «izquierda-derecha» o «dentro-fuera». Esos conceptos se tienen que introducir de forma natural, situando objetos en esas posiciones.


  Para empezar, trabajaremos con la realidad y sus objetos. Para representar una línea podemos utilizar una cuerda y adoptar con ella una forma: si se tocan los extremos de la cuerda, la línea que representa será cerrada, mientras que si no se tocan, será una línea abierta.


  Cuando tengamos una línea cerrada, podemos situar objetos dentro y fuera de la región que delimita y practicar con los conceptos dentro-fuera. Si representamos un segmento vertical con la cuerda, podremos hablar de su derecha y de su izquierda; si es horizontal, hablaremos de arriba y abajo. Estos conceptos el niño los irá asimilando poco a poco, conforme vayamos manejándolos. Debemos entender que su aparición en los libros de texto en esta edad no solo tiene fines educativos, sino que también ayuda a padres y profesores en la detección de un posible problema de lateralidad.


  Más tarde, el niño deberá trabajar estos conceptos con el lápiz y el papel: le tocará resolver algunas actividades sencillas. Por ejemplo, una buena forma de distinguir el interior y el exterior de una figura es coloreando una de las dos zonas. Tras haber dibujado líneas poligonales cerradas, llega el turno de describir qué es un polígono, siempre de manera informal y de modo que sepa identificar los más importantes: triángulos, cuadrados, rectángulos… Por suerte, en los puestos de gominolas podemos encontrar muchas con formas diferentes, y aprovecharlas para introducir los conceptos geométricos.


  A la hora de trabajar con polígonos, una caja de palillos puede constituir una excelente herramienta pedagógica (bajo vigilancia, claro está) y a su vez, aprovechar para plantear algunos juegos de ingenio utilizando estos elementos. Nuestro objetivo es explotar la capacidad de razonamiento del niño desde todos los flancos, procurando siempre que el aprendizaje resulte entretenido.


  Un puzle muy conocido, ideado por Martin Gardner, nos propone una representación utilizando palillos. La siguiente figura representa una guinda dentro de una copa:
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  Debemos mover dos palillos para que, quedando una copa con la misma forma, la guinda esté fuera de ella.


  Este juego es estimulante para el niño (y también para el adulto que no lo conozca) y permite utilizar los palillos con un fin diferente al original. No indicaremos la solución hasta dentro de un par de párrafos.


  Con los palillos también podemos construir polígonos. Es fácil construir polígonos regulares porque en ellos todos los lados son de la misma longitud. También podemos representar diferentes tipos de ángulos y, con un pequeño paso más y rompiendo algún palillo, diseñar diferentes triángulos y cuadriláteros. En un futuro nos servirán asimismo para hablar de segmentos, rectas paralelas y rectas secantes.


  Una de las dificultades que aparecen en el primer contacto con la geometría es contar el número de lados de un polígono, para poder clasificarlo. Si dibujamos el polígono en papel, un buen método es marcar el lado por el que empezamos a contar y seguir un orden, hasta que lleguemos nuevamente a él. En ocasiones los niños olvidan cuál es el lado por el que han empezado y cuentan algún lado dos veces. Si trazamos el polígono con palillos, cada vez que contemos podemos ir quitando un palillo y así se facilita la cuenta. Eso mismo puede hacerse en papel marcando los lados que vamos contando.


  Por cierto, he aquí la solución al problema de la guinda…
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  Si desplazamos los dos palillos representados en un tono más oscuro como indica la figura, vemos que es sencillo resolver el problema. Este juego también nos ayudará a introducir la idea de simetría y de rotación: la copa mantiene la misma forma, aunque aparece girada.


  Para finalizar, no podemos dejar de lado el papel que pueden jugar las nuevas tecnologías como herramienta de aprendizaje de la geometría. Hoy los niños están familiarizados con ellas, y a tu hijo le resultará muy atractivo dibujar líneas, figuras, etcétera, en su ordenador o tablet. Así podrá aprender mientras se entretiene dibujando líneas abiertas, cerradas, poligonales y también diferentes polígonos.


  Cajas, pelotas y latas de conserva (6-8 años)


  El primer contacto del niño con la geometría tridimensional es muy temprano y ocurre a través de los objetos que toca. Aunque metodológicamente, en un aula, se introduce primero la geometría plana, el niño está acostumbrado a tocar objetos tridimensionales y reconoce algunas formas: en un oso de peluche podemos encontrar formas redondeadas, aunque no tanto como en una pelota o en una naranja. El sentido del tacto le ayudará desde muy pequeño en la comprensión del mundo que le rodea, y poco a poco irá asimilando la geometría tridimensional. En el futuro, una buena intuición espacial va a ser fundamental en las matemáticas que estudie: los pequeños, pero sólidos, pasos que demos tendrán su recompensa.


  Distinguir entre recta y curva no es difícil, como tampoco lo es reconocer un ángulo. Las cosas peligrosas (esquinas de las mesas, clavos, tijeras) acaban en punta y tienen, por tanto, ángulos agudos. Es fácil distinguir una caja de zapatos de una lata de conserva: la primera es un prisma rectangular, mientras que la segunda suele tener la misma forma que un cilindro. Los conos y las bolas de helado ayudarán a reconocer otras formas muy importantes. Igual que se aprenden los colores (observándolos hasta que se identifican y recuerdan), debe procederse para reconocer las diferentes formas. ¿Identificarán la forma del rollo de papel higiénico? ¿No recordarán la esfera como la forma de una pompa de jabón?


  Los juegos de construcciones de madera suelen contener piezas de diferentes formas. Incluyen casi todas las que se deben estudiar en las primeras etapas. Aunque estas piezas son tridimensionales, por lo general todas tienen el mismo grosor, lo que nos permite fijarnos solo en la figura plana que representa su base. Podemos hablar de círculos, triángulos, cuadrados, rectángulos y semicírculos: cuando pensamos en estas piezas ya como tridimensionales, encontramos prismas y cilindros.


  Rectas (6-8 años)


  Una regla es recta; en la carretera podemos ir más deprisa cuando vamos por una recta; cuando las vidas de dos personas son parecidas, decimos que tienen vidas paralelas. Introducir una recta no es complicado: los andenes del metro son rectos, como también lo son los bordes de este libro.


  Al hablar de la representación de los números ya nos hemos referido a las rectas y a las semirrectas. Así como una recta no tiene origen ni final, la semirrecta tiene origen, pero no final. En el caso de un origen y un final, nos encontramos ante un segmento.
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  Ahora relacionaremos dos rectas y hablaremos de posición relativa de estas en el plano (también se hace en tres dimensiones, pero posiblemente hacerlo en este momento excedería la imaginación del niño…, o no, ¡quién sabe!).


  Así, en el plano, en la hoja, tenemos únicamente dos posibilidades para las posiciones relativas de dos rectas: que se corten o que no se corten. En el primer caso hablaremos de rectas secantes y en el segundo caso, de rectas paralelas. ¡Fácil!
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  Conviene destacar que si hay dos rectas en el plano que no son paralelas, entonces son secantes, aunque en el dibujo no veamos que no se cortan: si las prolongamos, al final encontraríamos el punto de corte de ambas rectas.
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  Triángulos y cuadriláteros (6-8 años)


  ¿Cómo prefieres comerte un sándwich?, ¿entero o partido por la diagonal? Dependiendo de lo que elijamos, obtendremos un cuadrado o un triángulo. El cuadrado es un cuadrilátero con todos los lados del mismo tamaño y todos los ángulos de 90º, mientras que el sándwich partido en diagonal es un caso particular de triángulo: un triángulo rectángulo. Vamos a dedicar este apartado a clasificar los polígonos con menor número de lados: los triángulos y los cuadriláteros.


  Una primera característica que permitiría clasificar los triángulos es la longitud de sus lados. Así, tendríamos los triángulos equiláteros, cuyos lados miden lo mismo; los triángulos isósceles, con dos lados de iguales longitudes y el tercero de diferente longitud; y finalmente los triángulos escalenos, cuyas longitudes de sus lados son todas diferentes.
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  Como ya hemos introducido los ángulos, también podremos realizar otra clasificación de triángulos: así, tendremos los triángulos acutángulos, cuyos ángulos formados en sus vértices son agudos; rectángulos, que contienen un ángulo recto (son los triángulos donde se satisface el teorema de Pitágoras); y obtusángulos, que son los que contienen un ángulo obtuso.


  Una propiedad fundamental en un triángulo es que la suma de todos sus ángulos es 180 grados —propiedad que puede extenderse al resto de los polígonos, cuya suma de sus ángulos es 180(n-2), siendo n el número de lados—. Esta nomenclatura tiene su lógica: recuerda que no queremos que nuestro hijo aprenda esa fórmula de memoria, sino que comprenda las matemáticas.
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  Vamos a considerar ahora los polígonos de cuatro lados o cuadriláteros: de entre ellos, los que cobran mayor importancia son los paralelogramos. Reconocer un cuadrado es sencillo: cuatro lados de la misma longitud, dispuestos formando ángulos de 90º. Un rombo tiene los lados de la misma longitud, pero los ángulos que forman entre ellos no son rectos. El rectángulo tiene lados paralelos, formando ángulos rectos, pero en principio los lados no son de la misma longitud, mientras que el romboide tiene lados iguales dos a dos, aunque los ángulos que los conforman no son rectos. Finalmente, el trapecio tiene solo dos lados paralelos y el trapezoide no presenta ningún paralelismo.
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  Una vez más, trata de reforzar estos conceptos llevándolos al día a día del niño: tanto en casa como en la calle tendréis oportunidad de identificar estas formas, convirtiéndolo en un juego. ¿Por qué no pruebas a jugar con tu hijo a un «Veo-veo» de formas geométricas mientras estáis en casa, de compras o de paseo? ¿Cómo serán las señales de «stop», o las de «ceda el paso»? ¿Y los carteles informativos en las carreteras? (no en vano las formas geométricas también van asociadas a la seguridad vial).


  Ángulos (7-9 años)


  Ya nos hemos referido brevemente a los ángulos en el capítulo anterior, dedicado a las medidas. Ahí hemos repasado la definición de ángulo y también hemos visto su medición en grados sexagesimales.


  Al igual que mide longitudes con la regla, tu hijo tendrá que medir ángulos con el transportador de ángulos, que no es más que un semicírculo graduado. También aprenderá a usar la escuadra y el cartabón, que son representaciones materiales de los conocidos como ángulos notables (los de 30, 45, 60 y 90º). Así, la escuadra es un triángulo isósceles (tiene dos lados del mismo tamaño) y nos sirve para medir ángulos de 90º y de 45º, y el cartabón es un triángulo escaleno (los tamaños de cada lado son diferentes) y sus ángulos son de 90º, 60º y 30º.


  Es muy importante reconocer estos ángulos notables, ya que aparecen mucho en el diseño por su simplicidad y también jugarán, en niveles más avanzados, un papel importante en el estudio de la trigonometría.
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  Una primera aproximación a perímetros, áreas y volúmenes (9-12 años)


  Ya hemos estudiado las medidas en el capítulo anterior: surgen de la necesidad de comparar lo grandes que son varios objetos. Las medidas de longitud, área y volumen se asocian a conjuntos de 1, 2 y 3 dimensiones respectivamente. Distinguir entre perímetros y áreas equivale a distinguir entre ¿cuánta tinta de rotulador necesito para dibujar un cuadrado en el cuaderno? O ¿cuánta pintura necesito para pintar la pared de la habitación? Un poco más tarde llegaremos al tercero de los conceptos asociados, el de volumen: ¿cuánto cabe en una lata de fabada?


  El perímetro de un polígono es la longitud de su contorno. Una vez que tu hijo empieza a medir con la regla, ya está perfectamente capacitado para calcular el perímetro de cualquier polígono: solo tendrá que obtener la longitud de cada uno de sus lados y sumar estos números. Aquí, ayuda a tu hijo a aplicar la lógica: por ejemplo, si queremos calcular el perímetro de un triángulo equilátero, dado que sus lados miden lo mismo, bastará con obtener la longitud de uno de sus lados y multiplicar por 3; igual en el caso de un cuadrado: haría lo mismo, pero ahora multiplicaría por 4. Esto puede generalizarse a cualquier polígono regular (aquel cuyos ángulos miden todos lo mismo).


  La primera aproximación para calcular el área de un objeto bidimensional (objeto de dos dimensiones: cuadrilátero, circunferencia, polígono, o unión de estos) sería, como ya hemos anunciado antes, en una superficie cuadriculada. Así, lo único que tendría que hacer es contar el número de cuadritos. Su unidad de medida sería «número de cuadritos».
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  Para ello es muy útil el geoplano: es un recurso didáctico ideado por el matemático italiano Caleb Gatteno y consiste en una malla de clavos sobre una cuadrícula. Pasando una cinta por los clavitos se pueden diseñar polígonos y otras formas y posteriormente calcular su perímetro (la longitud de la cinta utilizada) o su área (descomponiéndolos en figuras de área conocida o contando los cuadrados que quedan en su interior).


  Áreas de cuadrados, rectángulos y triángulos (9-12 años)


  Los cuadrados y los rectángulos han influido a artistas como Piet Mondrian, uno de los máximos representantes del arte abstracto. Su padre era profesor de dibujo y desde muy pequeño le introdujo en el mundo del arte. Más tarde, Mondrian ejerció como profesor en una escuela primaria, pero jamás abandonó la pintura y sus conocimientos de geometría resultaron fundamentales a la hora de crear su propio estilo: el neoplasticismo. Puede que nuestro hijo no vaya a ser un matemático, pero una sólida base en esta disciplina le ayudará a destacar en otras y sacar el genio que lleva en su interior.


  Nuestro objetivo en este apartado será justificar las fórmulas para el cálculo del área de rectángulos y triángulos. Hasta que tu hijo no conozca las unidades de área, trabajaremos sin ellas, y después se suelen dar las longitudes de los diferentes elementos en la misma unidad, todos en centímetros, todos en metros, etcétera.


  Vamos a comenzar con el rectángulo, razonando como en el apartado anterior. Así, consideramos un rectángulo y, a falta de geoplano, lo situamos en una superficie cuadriculada. Cada división de la cuadrícula será 1 cm2. Supongamos por ejemplo que en este caso la longitud de la base es 4, y la longitud de la altura es 3:
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  Calcular un área es estimar cuánto ocupa ese objeto. Contando el número de cuadraditos, obtenemos que el área del rectángulo es 4 · 3 = 12. Ya has visto lo fácil que resulta hacerlo de modo natural e intuitivo, ya que el cálculo del área de rectángulos se asemeja al procedimiento que dábamos para obtener la multiplicación de dos números. Por eso es muy importante tener bien asimilados los pasos anteriores. De esta idea se deduce la fórmula para el área de un rectángulo cuya base mide b y cuya altura mide a:


  A = b · a


  Aunque utilizaremos directamente esta fórmula, es bueno que el niño recuerde de dónde viene: como siempre, hay que incidir en que todos los conceptos estudiados se comprendan, evitando que los memorice sin más.


  Como caso particular: ¿qué crees que pasará con el área de un cuadrado? Exacto: como todos los lados tienen la misma longitud l, su área sería A = l · l = l2.


  Pasamos ahora al triángulo. En este caso no tendremos que recurrir a un fondo cuadriculado porque deduciremos la fórmula para el área del triángulo a partir de la que acabamos de obtener para el rectángulo. Antes de empezar, necesitamos presentar un nuevo elemento de un triángulo: además de los lados, en esta figura nos interesa la altura.


  Una altura de un triángulo (tiene tres) es el segmento que une un vértice perpendicularmente (formando un ángulo de 90º) con la recta que contiene al lado opuesto o contrario. Por ejemplo, en la figura siguiente, las alturas correspondientes a la base de esos tres triángulos tienen la misma longitud:
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  Vamos ya a por la fórmula del área. Considera un triángulo de longitud de base b y altura a (base podría ser cualquiera de los lados, y a partir de la base elegida consideraríamos aquella altura perpendicular). La idea es incluir el triángulo en un rectángulo, y para ello trazamos segmentos perpendiculares en los lados y una recta paralela a la base en el vértice opuesto:
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  Observamos que las dos zonas marcadas con «1» tienen la misma área, y lo mismo ocurre con las marcadas con «2». Esto es, el rectángulo tiene dos veces dentro el triángulo. Así se deduce que el área del triángulo es la mitad, luego:


  A = b · a/2


  De nuevo es conveniente que plantees ejemplos y ejercicios sobre el cálculo del área de rectángulos, cuadrados y triángulos, pero recordando siempre cómo se obtienen todas estas fórmulas. ¿No resulta maravilloso poder deducirlas simplemente observando las figuras? Henri Poincaré, uno de los grandes matemáticos del siglo XX, decía que la geometría es el arte de razonar con figuras mal hechas. ¡No le faltaba razón!


  A partir de ahora, razonamos: cálculo de áreas de polígonos más generales (9-12 años)


  Divide y vencerás. Esta frase se atribuye a Julio César, y aunque se refiere al campo de batalla, también es muy útil en matemáticas. En matemáticas avanzadas, de hecho, hasta hay un procedimiento conocido con ese nombre. Lo que queremos expresar en este momento es la conveniencia de resolver problemas complejos descomponiéndolos en varios problemas más sencillos. Así, para calcular áreas de polígonos buscaremos descomponerlos en triángulos y rectángulos, con lo que resultará que el área del polígono será la suma de las áreas de triángulos y rectángulos.


  Por ejemplo, ¿y si le propones a tu hijo que calcule el área del romboide? Tendría que descomponerlo de la siguiente forma:
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  un triángulo rectángulo (en la parte izquierda de la figura) y un trapecio. Moviendo el triángulo a la parte de la derecha obtenemos un rectángulo, que obviamente tiene la misma área que la figura original, por lo que el área del romboide es A = b · a.


  Para un trapecio tenemos una situación parecida:
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  Reordenando como si fuera un puzle (gira 180º la pieza 3), obtenemos:
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  Con lo que el trapecio original es equivalente (i. e., tiene la misma área) a este rectángulo, cuya altura coincide con la del trapecio y cuya base es la media entre la base mayor y la base menor del trapecio.


  área = (Base mayor + base menor) · altura/2


  ¿Lo ves? Todas las fórmulas de áreas que hemos obtenido hasta ahora se siguen únicamente de la fórmula del área del rectángulo y pensando un poco. Esa es la idea que queremos destacar siempre: las matemáticas no consisten en una serie de fórmulas sin sentido, sino que hay algunos resultados fundamentales que permiten, si se entienden los procedimientos, deducir el resto de los resultados.


  Otra de las fórmulas que uno puede aprender es la que nos da el área de un polígono regular. (Es posible que aún recuerdes, de tu época escolar, que el área de un polígono regular se puede calcular multiplicando el perímetro del polígono por la apotema, que es el segmento que une el centro del polígono con el punto medio de un lado cualquiera. Sin embargo, los autores apostamos firmemente por el cálculo del área sin ninguna fórmula. Aplicando lo que ya sabemos, ¿qué podríamos hacer?


  Se trata de dividir el polígono en triángulos, calcular el área de uno —y por tanto de todos, ya que son iguales— y multiplicar por el número de triángulos, que coincide con el número de lados. Para ello, observamos claramente que cada apotema coincide con una altura del triángulo.
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  Si analizamos lo que acabamos de decir, veremos que el área de un polígono regular se puede calcular mediante la fórmula:


  área = perímetro · apotema/2


  Por ejemplo, si consideramos el hexágono regular de la figura y suponemos que tiene 1 cm de lado y 0,87 cm de apotema, al dividir la figura tendríamos 6 triángulos iguales de lado 1 cm y altura 0,87, luego el área de cada uno de estos triángulos sería (1 · 0,87) /2 = 0,435. Así, el área del hexágono sería 6 · 0,435 = 2,61 cm2.


  La forma del hexágono es la que eligen las abejas para fabricar sus panales, y eso no es casual: los hexágonos, cuadrados y triángulos son los únicos polígonos regulares que teselan el plano (esto es: si hacemos baldosas con esa forma, podemos cubrir todo el suelo sin dejar ningún resquicio); las abejas necesitan aprovechar al máximo la cera a la hora de hacer el panal de miel, y como les interesa construir una estructura que no deje huecos, han resuelto uno de los problemas construyendo los panales con celdas hexagonales. Pero ¿por qué hexágonos y no triángulos o cuadrados, que son más simples? Ahí volvemos a encontrar un problema de minimización: Pappus de Alejandría probó que entre todos los polígonos con el mismo perímetro, abarca mayor área el que tiene más lados. Así, a la hora de construir el panal, sin dejar huecos y ahorrando cera, la mejor elección es el hexágono: exactamente como lo hacen las abejas.


  Circunferencias y círculos (9-12 años)


  Una circunferencia es un conjunto de puntos que equidistan de otro dado: el centro. La circunferencia es una línea, mientras que el círculo, que es su interior, es una figura plana (luego hablaremos de longitud de la circunferencia y área del círculo). A nuestro alrededor encontramos muchos círculos y circunferencias: un plato o una ficha del parchís son círculos; un aro o un anillo son más parecidos a la circunferencia. Los diseños circulares, por su simplicidad, se utilizan mucho incluso por los profesionales.


  Podemos dibujar una circunferencia con un lápiz y un hilo: atamos el hilo al lápiz, fijamos el extremo del hilo en un papel (ese hilo marcará el radio de la circunferencia: la distancia de sus puntos al centro) y al mover el lápiz se irá trazando la curva. ¡Realicemos esta actividad!


  Tendremos que introducir algunos conceptos relativos a estos elementos: en una circunferencia encontramos centro, radio, diámetro, cuerda, arco.
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  Cuando nos referimos a un círculo también tenemos otros conceptos asociados: semicírculo, segmento circular, sector circular y corona circular. Estas figuras son «partes» del círculo, limitadas por circunferencia y diámetro; circunferencia y cuerda; circunferencia y dos radios; o dos circunferencias, respectivamente.
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  ¿Se te ocurren símiles gastronómicos para referirnos a estas figuras? Prueba: así es mucho más sencillo de recordar. Si te fijas, verás que un semicírculo puede asociarse con media tortilla de patatas; un segmento circular, con una rebanada de un pan redondo; un sector, con un quesito; y una corona circular, con un roscón de Reyes.


  Tras introducir las circunferencias, los círculos y sus elementos, llega el turno de determinar posiciones relativas: hablamos de cómo se puede encontrar una circunferencia con respecto a una recta y cuál es la posición entre dos circunferencias. No te costará explicárselo a tu hijo, es fácil: en el caso de recta y circunferencia, hablaremos de recta exterior cuando esta no corta a la circunferencia; tangente, cuando hay un único punto de contacto; y secante, cuando hay más de un punto de corte.
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  En cuanto a la posición relativa de dos circunferencias, si nos fijamos en las figuras de más abajo, veremos que las tres primeras figuras (de izquierda a derecha) representan circunferencias secantes, tangentes y sin intersección, respectivamente. En la cuarta figura, la circunferencia punteada es interior a la de trazo continuo.
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  Cuando dos circunferencias tienen el mismo centro, se dice que son circunferencias concéntricas.
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  La longitud de la circunferencia está asociada a un número, π, cuyo valor aproximado es 3,14 y del que ya hemos hablado antes en una actividad correspondiente al capítulo de decimales. Precisamente, llamar π a ese valor tiene que ver con la palabra griega para perímetro. William Oughtred fue quien lo utilizó por primera vez y Leonhard Euler quien popularizó el uso de esta notación.


  No sabemos por qué, pero este número (sí, es un número, aunque se represente por una letra griega) no deja indiferente a mucha gente: la poetisa Wisława Szymborska, ganadora del Nobel de Literatura en 1996, llegó a dedicarle un poema, y no es el único en el que trata cuestiones relacionadas con la matemática: tiene otro titulado «Nada» y otro precioso con el nombre «Contribución a la estadística». π también ha llamado la atención del director de cine Darren Aronofsky, que dirigió la película homónima en 1999. Pero quien se lleva la palma es el japonés Akira Haraguchi: en 2006 pasó 16 horas y media recitando 100 000 dígitos del número π que había memorizado previamente. Desde el punto de vista matemático, la verdad es que no tiene ningún sentido realizar esa proeza memorística —para eso tenemos otros métodos—, pero como espectáculo no está mal. Un monólogo un poco largo, quizá.


  Emular a Haraguchi no es fácil, pero sí puedes memorizar 20 dígitos de π solo con recordar una pequeña estrofa escrita por Manuel Golmayo, un ajedrecista español que heredó esta afición de su padre (volvemos a encontrar que la educación en los primeros años puede desempeñar un papel fundamental en la futura profesión), y que llegó a representar a España en las Olimpiadas de Ajedrez:


  
    
      
        
          
            
              Soy y seré a todos definible
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              mi nombre tengo que daros
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              cociente diametral siempre inmedible
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              soy de los redondos aros.
            

          

        

      

    

  


  Contando el número de letras que tiene cada una de las 20 palabras de la estrofa obtenemos 3,1415926535897932384. ¡Una buena aproximación a π!


  Las aplicaciones de π a este nivel son muy sencillas: la longitud de una circunferencia de radio r viene dada por la expresión:


  longitud = 2 · π · r


  Y el área del círculo delimitado por esa circunferencia es:


  área = π · r2


  De hecho, π puede definirse como la longitud de una semicircunferencia de radio 1, o bien como el área de una circunferencia de radio 1.


  Teoremas importantes en geometría (12-14 años)


  Acércate a tu televisor y mide, en centímetros, las dimensiones de la pantalla: el largo y el alto. Halla el cuadrado de cada uno de esos números y súmalos. Finalmente, efectúa la raíz cuadrada de esa suma de cuadrados y divide el resultado por 2,54. Lo que te queda son «las pulgadas» que indican el tamaño de la pantalla. En realidad, lo que hemos hecho ha sido medir la diagonal de la pantalla de un modo indirecto: midiendo su largo y su alto.


  Existen dos teoremas básicos de geometría y además se encuentran entre los más famosos de las matemáticas: el teorema de Pitágoras y el teorema de Thales. Son tan sencillos que podemos explicárselos sin mayor dificultad a un niño de primaria.


  El primero de estos resultados es el que utilizamos para expresar la hipotenusa de un triángulo rectángulo en función de las longitudes de sus lados. Para ello es necesario introducir el nombre que reciben los lados en triángulos rectángulos. Como sabemos, un triángulo rectángulo cuenta con un ángulo recto o de 90º: llamaremos catetos a los dos lados que forman ese ángulo recto, y llamaremos hipotenusa al lado opuesto a este ángulo —es decir, el lado más largo del triángulo rectángulo—. Cuando trabajemos con triángulos rectángulos, normalmente indicaremos el ángulo recto con un cuadradito en lugar de en forma curva, así:
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  El teorema de Pitágoras establece que en un triángulo rectángulo, la longitud de la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos (es habitual identificar un lado con su longitud, por eso lo que dice el teorema que seguro que te sabes es: «En un triángulo rectángulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los catetos»); esto es:


  h2 = a2 + b2


  Esta expresión permite calcular un lado de un triángulo rectángulo conocidos los otros dos. Para acabar, y con el riesgo de parecer repetitivos, insistimos, por si a alguien no le hubiera quedado claro, que el teorema de Pitágoras solo es válido en triángulos rectángulos.


  Entre los ejemplos que se plantean, tenemos de dos tipos según queramos calcular la hipotenusa o uno de los catetos. La forma de razonar es la lógica: sustituir los valores conocidos y calcular el solicitado.
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  Para hallar la longitud de la hipotenusa en este triángulo rectángulo solo hay que aplicar la fórmula: h2 = 32 + 42, luego h2 = 25 o, equivalentemente, h = 5.


  Esos números (3, 4, 5) constituyen lo que se llama una terna pitagórica (tres números enteros a, b, c tales que a2 + b2 = c2).


  Al igual que el número π, también el teorema de Pitágoras levanta pasiones. En 1927 Elisha S. Loomis publicó 367 demostraciones de este teorema, y luego el mago y escapista Harry Houdini aprovechó una de estas demostraciones y la publicó en su libro de magia con papel. Esencialmente, el truco consistía en partir de dos cuadrados y, cortando y reensamblando, formar uno solo. Hay muchas pruebas que pueden resultar entretenidas para el niño y que consisten en disecciones, por lo que pueden hacerse en casa, recortando papel.
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  En este ejemplo, los cuadrados exteriores son del mismo tamaño, y en ambos dibujos aparecen 4 triángulos rectángulos del mismo tamaño, sombreados, por lo que el resto (los dos cuadrados blancos del dibujo de la izquierda y el cuadrado blanco del de la derecha) tienen que tener el mismo tamaño. Los cuadrados blancos de la parte izquierda son precisamente los cuadrados de los catetos (están construidos sobre los catetos del triángulo rectángulo sombreado) y el cuadrado blanco más grande, del dibujo de la derecha, está construido sobre la hipotenusa. ¡Acabamos de probar el teorema de Pitágoras!


  Además de Loomis y Houdini, entre los apasionados por este teorema deben de encontrarse Luciano Beretta y Piero Soffici, que compusieron una canción (interpretada por Adriano Celentano) dedicada a este teorema. En castellano, Los Hooligans, Los Milos y Seguridad Social han versionado este teorema.


  Siguiendo con la música y la geometría, le llega el turno al otro teorema importante del que queríamos hablarte, esta vez interpretado por Les Luthiers.11 Ya sabes cuál es: el teorema de Thales. Pero ¿quién era Thales?


  Thales de Mileto fue un reconocido matemático y astrónomo griego, capaz incluso de predecir (científicamente) en qué día iba a tener lugar un eclipse de sol. Otra de las anécdotas que se cuentan sobre él es que, tras haber estado observando las estrellas, se cayó en un pozo y al solicitar ayuda a una anciana, la mujer le dijo que cómo pretendía saber acerca de los cielos si no era capaz de ver lo que había debajo de sus pies. También se dice que midió la altura de las pirámides de Egipto: para ello colocó su bastón en el límite de la sombra que proyectaba la pirámide, de modo que se formaron dos triángulos rectángulos (considerando como hipotenusa los rayos del sol) y, invocando el teorema que hoy conocemos con su nombre, indicó que la relación que guarda la sombra del bastón con respecto a la de la pirámide es la que existe entre el propio bastón y la pirámide.


  El teorema de Thales trata sobre triángulos semejantes: dos triángulos son semejantes si poseen los mismos ángulos:
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  El Teorema de Thales afirma que las divisiones que se forman entre dos lados de un triángulo y los correspondientes del otro dan el mismo resultado. Así, se obtienen las siguientes igualdades:


  a1/b1 = a2/b2 a1/c1 = a2/c2 b1/c1 = b2/c2


  Ese principio tan simple es la base de la trigonometría y resulta muy útil, por ejemplo, en los problemas de dibujo por ordenador o en la medición de distancias inaccesibles. Si bien es cierto que este resultado es el más complicado de todos los que hemos expuesto en este libro, creemos conveniente que nuestro hijo se aproxime poco a poco a la idea de proporcionalidad y de semejanza de triángulos. Es un concepto que se va a encontrar en toda su vida posterior, tanto si tiene que interpretar un plano como si va a dibujar en perspectiva o va a dedicarse a la topografía, donde le tocaría medir grandes distancias desde un punto.


  Volviendo a la determinación de la altura de la pirámide, veamos con qué datos contamos. Lo ideal sería ir a Egipto, disfrutar de una de las siete maravillas del mundo y emular a Thales, pero como hacer todo eso va a ser un poco complicado, nos conformaremos con poner aquí los datos de las mediciones. Resulta más frío, pero es efectivo: el bastón de Thales lo supondremos de 2 m y su sombra de 2,45 m. También sabemos que el lado de la base de la pirámide es de 230 m y que la sombra que proyecta la construcción es de 65 m. ¿Cuánto mide la altura?


  Recordemos que, siempre que sea posible, debemos hacer un esquema gráfico con el planteamiento del problema. En este caso los datos de los que disponemos aparecen en el esquema:
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  El teorema de Thales nos dice que los dos triángulos rectángulos que aparecen en la figura son proporcionales. Uno de ellos tiene base 2,45 y altura 2. El otro tiene base 180 (la suma de la sombra que proyecta más la mitad del lado de la base de la pirámide, que oculta parte de la sombra) y altura desconocida.


  Aplicando el teorema de Thales obtenemos que


  
    
      2/2,45 = altura/180 → luego la altura desconocida es: 180

      · 2/2,45 = 146,94 m
    

  


  ¿No era Thales un genio? Tu hijo vivirá en el siglo XXI y puede realizar verdaderas proezas, con una formación adecuada.


  Cuerpos tridimensionales (8-12 años)


  En este capítulo nos hemos preocupado fundamentalmente por explicar las formas planas. No obstante, nuestro hijo debe conocer también los principales poliedros, así como qué son las esferas, conos y cilindros. Él conoce todos estos cuerpos geométricos, puesto que el espacio que nos rodea es tridimensional, pero no viene mal recordar cuáles son estas formas. Según vaya creciendo profundizará en estos objetos y sus propiedades. Aquí abajo mostramos los poliedros más importantes, el cálculo de áreas laterales y volúmenes de estos cuerpos es una simple aplicación de la fórmula que corresponda (aunque siempre razonando), y por tanto no merece la pena extendernos aquí.
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          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  La mayor parte de estas actividades plantean manipular objetos y medir cosas. Para trabajar en geometría no solo debemos utilizar lápiz y papel, sino también objetos tridimensionales, por eso a veces nos tocará usar tijeras. También debemos aprovechar estas actividades para realizar transformaciones de unidades, tal como se ha explicado en el capítulo anterior.


  Teselaciones (6-8 años)


  Una actividad muy sencilla para introducir la geometría como algo cotidiano consiste en mirar el suelo o las paredes. Así de simple. En España, en lugares históricos, disponemos de baldosas y azulejos con diferentes motivos geométricos, y observar los elementos que se utilizan en ellos ayudará a tu hijo a concebir la geometría como algo inherente al mundo en el que vive. En muchas ciudades hay construcciones de la época musulmana. Estos mosaicos tienen una gran riqueza de formas.


  ¿Has estado en Granada? La Alhambra es una joya arquitectónica, pero también se puede aprovechar para aprender geometría: los mosaicos árabes son una representación de los grupos cristalográficos planos. En 1891 el matemático ruso Nikolai Fedorovich Fedorov probó que no hay nada más que 17 de estos grupos. Lo sorprendente es que en la Alhambra de Granada encontramos ejemplos de cada uno de los 17. Los geómetras nazaríes fueron capaces de utilizar los 17 grupos posibles de modo ornamental.


  Uno de los mosaicos más conocidos es el que se obtiene a partir de la figura del «hueso». Utilizando la descomposición en figuras conocidas podemos determinar su área. En efecto, esa pieza tiene la misma área que el cuadrado a partir del cual se construye. Conocer esos datos permitía poder diseñar mejor los azulejos destinados a recubrir una pared.
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  ¿No es increíble? Siempre es necesario observar y pensar después qué es lo que se ha visto. Una alternativa es proporcionar al niño diferentes formas geométricas para que intente cubrir un papel. Descubrirá que con algunas formas es posible (porque teselan el plano) y con otras no. Entre las figuras habrá que proporcionar un buen número de piezas con diferentes formas.


  Dibuja y recorta varias copias iguales de polígonos regulares (triángulos equiláteros, cuadrados, pentágonos, hexágonos y octógonos), y luego pega en una hoja en blanco los triángulos, intentando cubrirla sin dejar ningún espacio. Haz lo mismo con el resto de los polígonos. ¿Es posible cubrir siempre la hoja sin que se solapen los polígonos? ¿Puedes encontrar combinaciones de baldosas (quizá de diferentes tamaños) que puedan cubrir la hoja sin solaparse?


  Las teselaciones son un instrumento didáctico muy útil para familiarizarse con los polígonos y sus propiedades. Aportan entretenimiento a los más pequeños y permiten plantear preguntas avanzadas a los estudiantes de mayor edad.
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  Construcción de polígonos y poliedros (8-10 años)


  Si logramos que tu hijo se familiarice con los elementos geométricos desde pequeño, le estaremos dando un buen impulso para el avance en matemáticas. Para ello vamos a utilizar palillos como aristas y gominolas o aceitunas en los vértices, para unir los palillos. Puede ser divertido, ¿no?


  En primer lugar, trabajaremos con polígonos, centrándonos al principio en los regulares cuya longitud de lado sea la del palillo, y pasando después a polígonos no regulares, con lo que tendremos que recortar algunos palillos.
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  En el caso de poliedros, podríamos hacer los cinco sólidos platónicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Para ello, partiríamos de la construcción de cada una de las caras, que corresponden a polígonos, y luego las uniríamos.


  Por otra parte, también podemos construir poliedros a partir de sus desarrollos en una cartulina, usando tijeras y pegamento.


  Con esta actividad, por una parte, mezclamos objetos cotidianos con los conceptos abstractos de poliedro, y por otra, estamos haciendo que el niño toque y manipule, adquiriendo destrezas que van más allá de la matemática. En el último enlace del capítulo encontrarás algunos ejemplos.


  Otra actividad recomendable para afianzar los conocimientos es contar el número de caras, vértices y aristas que hay en un poliedro, sea regular o no. El recuento tiene que satisfacer la fórmula de Euler: caras + vértices = aristas + 2.


  Longitudes de circunferencias (10-12 años)


  Te proponemos un ejercicio: coge una lata de patatas fritas (de esas que venden en latas cilíndricas, no en bolsas). ¿Qué es mayor, la altura de la lata o la longitud de la circunferencia de la misma? Un segundo ejercicio, similar: tomemos un cilindro, de esos que contienen 3 pelotas de tenis muy apretadas unas contra otras. ¿Qué es mayor, la altura del cilindro o la longitud de su circunferencia?


  Ahora vamos a sorprendernos. Si cogemos una cuerda para medir el contorno de la lata de patatas (ponemos la cuerda alrededor y marcamos hasta dónde da una vuelta completa) y luego comparamos esa medida de la cuerda con la altura del bote, veremos que el tamaño es muy similar. Si hacemos lo mismo con el bote que contiene las pelotas de tenis, veremos que la longitud del contorno es mayor que la altura del bote. ¿Increíble? En realidad, no lo es tanto.


  Si las tres pelotas caben muy apretadas en el bote, la altura de este ha de ser 3 veces el diámetro de la pelota de tenis. Sin embargo, la longitud de la circunferencia del bote será 2π por el radio de la pelota, esto es, π veces el diámetro de la pelota. Como π es algo mayor que 3, se comprende fácilmente que la longitud de la circunferencia del bote de pelotas de tenis es mayor que su altura.


  Esta actividad sorprende, por lo que se recordará fácilmente. Además, nos ayuda a recordar la fórmula de la longitud de la circunferencia y, de paso, que π es mayor que 3.


  Emulando a Thales (11-13 años)


  Si bien organizar un viaje a Egipto para medir las pirámides es complicado, no lo es tanto el poder aprovechar un paseo por el campo para medir la altura de un árbol o una roca. O para medirnos nosotros mismos de un modo aproximado. Basta con hacer lo que hizo Thales de Mileto en su día. Estaremos repasando geometría de un modo ameno y, de paso, disfrutando de la naturaleza.


  Tangram (5-99 años)


  El Tangram es un juego bien conocido. No se sabe con exactitud cuándo surgió, pero se piensa que quizá fue cuando reinaba en China la dinastía Tang (siglos VII a X). Se presenta como un cuadrado descompuesto en 7 piezas de diferente tamaño. El juego consiste en formas diferentes que podrían estar preestablecidas, o bien hacemos uso de nuestro ingenio para crear figuras curiosas. Este juego resulta muy divertido e instructivo, te recomendamos que juegues con tu hijo.
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  En el enlace que aparece al final del capítulo incluimos un Tangram de medidas 12 cm x 12 cm. Cada una de las piezas que componen este Tangram tiene por área un número entero, y resulta un muy buen ejercicio determinar el área de cada una de ellas a partir de una observación detenida. ¡Haz esta actividad con tu hijo! Una vez hemos terminado con ello, imprime y recorta las figuras para tener tu propio Tangram. Eso sí, tienes también la posibilidad de adquirirlo, lo encontrarás fácilmente.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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          Números negativos (por desgracia, no todo es positivo)

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          Si yo te debo una libra, tengo un problema, pero si te debo un millón, el problema lo tienes tú.
        

      

    

  


  JOHN MAYNARD KEYNES12


  Los números negativos (0-99 años)


  Tradicionalmente, los bancos apuntaban con números rojos los descubiertos. Esto es, cuando les debíamos dinero. Hoy seguimos utilizando la expresión estar en números rojos para referirnos al momento en que debemos dinero, solo que ahora, en lugar de escribir lo que debemos con tinta de otro color, lo que hacen los bancos es escribir un signo «menos» delante del número. Así, si en el total del extracto de nuestra cuenta corriente vemos escrito «–100€» debemos preocuparnos porque seguro que el banco nos cobra una comisión. Por desgracia, con la crisis que estamos sufriendo, los saldos negativos han aumentado y es más habitual encontrarse esa notación. Aunque sea triste, ese hecho nos facilita poder explicar a nuestro hijo qué son los números negativos.


  Las cuentas corrientes no son los únicos lugares donde podemos encontrarlos. Seguro que tu hijo ya lo ha visto en alguna ocasión. Por ejemplo, en un ascensor: la planta baja suele ser la «planta 0» (sirva como curiosidad decir que, sin embargo, esto no es siempre así y en algunos países la planta baja es la «planta 1»). Así, los pisos superiores se denotan por números positivos y los inferiores (donde están los sótanos y también el aparcamiento) por números negativos.


  También en las temperaturas: un termómetro muestra valores positivos, el 0 y valores negativos. Como sabemos, en la escala Celsius, positivo viene asociado a temperaturas más altas que la de congelación del agua, y negativo a las más bajas. La escala Fahrenheit se pensó intentando evitar temperaturas negativas. No se sabe con exactitud cómo llegó a ella Daniel Gabriel Fahrenheit, pero se piensa que tomó como valor 0 la temperatura más baja del invierno de 1708 a 1709 en Danzig y como 100 su temperatura corporal.


  Hasta ahora hemos introducido varios tipos de números, los números naturales que nacen por la necesidad de contar, y los números racionales para considerar partes de la unidad. Centrándonos en los números naturales distintos de 0, en ciertas ocasiones se les antepone un signo más, esto es, en lugar de escribir 5 escribimos +5. Así, +5 puede asociarse a la acción de «tener 5», por lo que podríamos traducir el «+» por tener.


  Imaginemos ahora que compramos un ordenador portátil cuyo precio es 500 euros, pero existe una promoción por la que podemos pagar el ordenador a plazos. Así, al adquirir el ordenador «deberíamos 500». Claro, como tener era «+», en matemáticas denotaremos deber anteponiendo un menos: «deber 500» se representa por «–500».


  A estos números que llevan el menos delante se les llama números negativos. Y al conjunto de todos los números naturales que ya conocíamos desde preescolar {0, 1, 2, 3, 4 …} junto con los números negativos {–1, –2, –3, –4 …} se le llama conjunto de los números enteros y se denota por la letra Z. Así:


  Z = {…, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4 …}


  donde los puntos suspensivos tanto por la izquierda como por la derecha significarían que seguiríamos indefinidamente tanto con los números negativos como con los números positivos. Por tanto, Z es la unión de


  
    
  


  
    	Los números negativos: Z- ={…, –4, –3, –2, –1}


    	El 0


    	Los números positivos: Z+ ={1, 2, 3, 4 …}, que, como hemos dicho al principio, a veces se escriben con el signo + delante, teniendo muy en cuenta que nos estamos refiriendo a estos mismos números. Por tanto, también escribiríamos Z+ = {+1, +2, +3, +4 …}.

  


  En resumen, un número positivo se asocia a tener, mientras que un número negativo se asocia a deber.


  Representación de los números enteros en una recta (10-12 años)


  Lo hemos dicho muchas veces, pero lo seguiremos repitiendo hasta el final de este libro: respaldar los razonamientos con esquemas gráficos es de mucha utilidad en matemáticas. Incluso si las representaciones no están hechas con total exactitud: igual que es mucho más cómodo ver el plano del metro de una ciudad (aunque no esté hecho a escala) que consultar el listado de estaciones de cada línea. Además de ayudar a la comprensión, ayudará a la memorización, puesto que en muchos casos la memoria funciona como una máquina fotográfica. Es más sencillo recordar una imagen que un texto, sobre todo para algunas personas.


  Ya vimos que los números naturales pueden representarse en una semirrecta en cuyo primer extremo se situaría el 0 y de forma ordenada en puntos equidistantes iríamos añadiendo de izquierda a derecha los números enteros positivos. Ahora podemos prolongar por la parte izquierda hasta lograr una recta. Así, por la parte izquierda empezaríamos a representar los números negativos de forma ordenada y ahora de derecha a izquierda: –1, –2, –3, –4, –5…
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  Al igual que ocurría para los números naturales, la representación en la recta también resultará útil a la hora de operar con números enteros.


  Comparando y ordenando números enteros (10-12 años)


  ¿Qué número será mayor, –2 o –10? Piénsalo un momento. Si respondiste –2, vas por buen camino. Si respondiste -10, no te preocupes: aunque no es la respuesta correcta, compartes tu error con el de muchos estudiantes universitarios que no consolidaron bien este concepto matemático en su momento.


  A la hora de ordenar números enteros, una buena técnica es pensar con deber y tener. Otra opción a la hora de comparar números enteros sería la recta real: el mayor será aquel cuya representación quede más a la derecha. Equivalentemente, si pensamos en el ascensor, un número será mayor cuando corresponda a una planta superior.


  Valor absoluto (10-12 años)


  El concepto de valor absoluto está asociado a distancia. Así, trabajando con la recta real, el valor absoluto de un número es su distancia al 0.


  Podríamos calificar el cálculo del valor absoluto como una de las tareas más fáciles que nos pueden plantear: el valor absoluto de un número positivo es ese mismo número y para calcular el valor absoluto de un número negativo basta con omitir su signo negativo. Denotaremos el valor absoluto de un número entero a como |a|, o sea, a escrito entre barras verticales. Se tiene que


  |5| = 5, |–4| = 4, |0| = 0…


  La escritura entre barras de un número para denotar su valor absoluto se debe al matemático alemán Karl Theodor Wilhelm Weierstrass. Weierstrass empezó a interesarse por las matemáticas cuando era estudiante de secundaria, pero su familia le envió a la universidad para prepararse como funcionario civil. Lo que hizo fue continuar estudiando matemáticas en secreto, y dejar de lado lo que se suponía que debía estudiar. Finalmente lo admitieron en la Universidad de Münster, donde comenzó estudios de matemáticas y llegó a ser uno de los grandes. De hecho, se dice de él que es el padre del análisis moderno. Como padres, debemos prestar atención a las preferencias de nuestros hijos y también intentar que ellos confíen en nosotros y nos cuenten sus preferencias.


  Suma de números enteros con la expresión completa (10-12 años)


  Ahora se trata de que, con los números que acabamos de introducir, hagamos las mismas operaciones matemáticas que ya conocíamos. Así, a veces nos veremos obligados a sumar o multiplicar dos números que podrán tener signos diferentes. Esto no es un problema si, como vimos en el primer apartado, asociamos los números positivos a tener y los negativos a deber.


  A la hora de introducir por primera vez la suma de números enteros, resulta conveniente expresar estos de forma completa, esto es, escribirlos encerrados entre paréntesis incluyendo el signo + o –. Así, escribiríamos (+5) en lugar de +5 o 5, y (–3) en lugar de –3 (una de las razones por las que incluimos el paréntesis es porque en matemáticas no está permitido escribir dos signos +, –, ·, : juntos). Sin embargo, no es necesario el paréntesis para el 0.


  Como ya hemos indicado, para operar con números enteros, lo mejor es razonar de nuevo con tengo para los números positivos y debo para los negativos y plantear muchos ejercicios sobre ello. Así, por ejemplo:
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    	(+5) + (+3), razonaríamos de este modo: tengo 5 y tengo 3. Así (+5) + (+3) = (+8). Observemos que en este caso no hemos hecho nada más que realizar lo que ya sabemos, 5+3, que es una suma de números naturales. Por tanto «+(+» se ha transformado en un +.


    	(+5) + (–3): tengo 5 y debo 3, luego tengo 2. Así (+5) – (+3) = (+2). Solo había que realizar la resta de 5 – 3: ya podemos indicar que ese +(– se transforma en un –.


    	(–5) + (+3): debo 5 y tengo 3. Si diéramos a nuestro prestamista los 3 que tenemos, seguiríamos con deuda, pero ahora solo deberíamos 2. Por tanto: (–5) + (+3) = (–2).


    	(–5) + (–3): debo 5 y debo 3, luego debo 8. Por tanto (–5) + (–3) = (–8).

  


  A fuerza de practicar con muchos ejercicios y razonar en cada momento lo que se está haciendo, el niño afianzará sin problemas la suma de números enteros. Por otra parte, también sería conveniente que el niño razonara con algún caso concreto, como en el ascensor, con la altitud, la temperatura en el termómetro u otras situaciones que le resultasen más cómodas. Por ejemplo: «Si estábamos en la planta –2 y subimos 5 plantas, ¿en qué planta nos encontramos?».


  Otra posibilidad es sumar avanzando posiciones en la recta, igual que lo hacíamos con los números positivos en el capítulo 2. Por eso es muy importante que el niño, desde muy pequeño, comprenda qué es lo que está haciendo. En matemáticas muchas veces se van ampliando conocimientos generalizando cosas que ya deberían estar asimiladas. Una buena comprensión en el momento actual no solo nos resuelve el problema en ese momento, sino que supone un valor de futuro.


  (–2) + (+4) = (+2). En efecto:
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  En cuanto a propiedades, no entraremos en detalle, pero la suma de números enteros satisface las propiedades conmutativa, asociativa (lo que evitará el uso de paréntesis cuando tengamos que sumar más de dos cantidades) y el elemento neutro 0. Además, se satisface una nueva propiedad: la existencia de elemento simétrico, que dice que para cualquier número entero existe otro tal que al sumarlos se obtiene el elemento neutro 0. Al elemento simétrico de a se le denota por –a y se obtiene de cambiar el signo + a – o, alternativamente, al cambiarlo de – a +, ya que al hacer esto y sumar los dos números se obtiene 0. Por ejemplo, el simétrico de +5 es –5 (y el simétrico de –5 es +5), porque su suma da el valor 0.


  Regla de los signos (10-12 años)


  Sumar números positivos con negativos no plantea ningún problema, lo único que hace falta es práctica. Sin embargo, multiplicar números positivos por números negativos o números negativos por otros negativos puede parecer más extraño. Es normal que parezca así y a los primeros matemáticos que se preocuparon de ello les sorprendía el comportamiento que tienen estos productos. Hoy hay muchos modos de justificar ese comportamiento, aunque requieren un nivel de abstracción alto.


  A la hora de extender las operaciones de números naturales —resta, multiplicación o producto y división— a los números enteros, y explicarlo en el colegio, se introduce la conocida como regla de los signos, que dice:


  + con + es +


  + con – es –


  – con + es –


  – con – es +


  Observemos que esto se cumple cuando hablábamos de simétricos:


  –(–a) = +a


  Así, el resultado de dos signos es + si ambos son iguales (+ con + y – con –), y es negativo si son diferentes (+ con – y – con +).


  En las sumas de números enteros que hemos realizado en el apartado anterior ya hemos hecho algunos razonamientos sobre dos signos juntos (ignorando el paréntesis intermedio), que como vemos ahora no consistía en nada más que en aplicar la regla de los signos. En el apartado correspondiente a multiplicación y división de números enteros incluiremos una justificación que dio el matemático Leonhard Euler a la regla de los signos.


  Resta de números enteros (10-12 años)


  Como sabemos, la resta de números naturales tiene sentido cuando el minuendo es mayor o igual que el sustraendo. Sin embargo, si consideramos por ejemplo la resta 2 – 3 y usamos el lenguaje del «tener y deber», esta operación se leería como «tengo 2 y debo 3» luego «debo 1», por tanto:


  2 – 3 = –1


  Así que, ampliando las opciones a números enteros, sigue teniendo sentido cualquier resta sin restricciones.


  Para ampliar la resta a todos los números enteros, en caso de dos signos juntos aplicaremos la regla de los signos y entonces razonaremos con tengo y debo. De hecho, las restas no son más que sumar con el opuesto, a – b = a + (–b). Por ejemplo:


  [image: ]


  A partir de ahora razonaremos igual para sumas y restas de números enteros: el primer paso será, en cualquier caso, aplicar la regla de los signos. A lo mejor ahora estás preguntándote: ¿y por qué no lo han explicado directamente en la suma? La razón es clara, primero se entiende bien lo que se hace, y después se aplica aquello que pueda hacer más sencillo el cálculo: ¡así son las matemáticas!


  En el caso de sumas o restas con más de dos números (en ese caso la propiedad asociativa permite evitar paréntesis), aplicaremos la regla de los signos tantas veces como sea necesario.


  Suma y resta de números enteros usando la recta real (10-12 años)


  Como ya hemos adelantado, la recta real también constituye una opción para el cálculo de sumas o restas. Para ello, el primer paso sería aplicar la regla de los signos y luego, empezando por la posición del primer número, nos moveríamos las posiciones correspondientes: a la izquierda si tenemos menos, a la derecha si tenemos más, repitiendo tantas veces como operaciones tengamos. Así, por ejemplo, para la operación (–5) – (–2) – (+3) resulta:


  [image: ]


  Multiplicación y división de números enteros (10-12 años)


  La multiplicación se extiende a números enteros de forma natural con la única novedad de la aplicación de la regla de los signos. Así, tras aplicarla, multiplicaremos los números ignorando los signos.


  
    
      2 · (–3) = –6 (porque 2 · 3 = 6 y + con – es –)
    

  


  
    
      (–3) · (–4) = 12 (porque 3 · 4 = 12 y – con – es +)
    

  


  En cuanto a la división, por ahora solo trabajaremos con divisiones exactas, esto es, donde el resto es cero. En este caso aplicaremos la regla de los signos y después el resultado de dividir los números sin signo. Por ejemplo:


  (–4) : (–2) = 2


  9 : (–3) = –3


  Como ya adelantamos en el apartado de la regla de los signos, en el siguiente enlace puedes encontrar el razonamiento que da Leonhard Euler en sus Elementos de Álgebra, escritos en 1770:


  [image: ]


  Operaciones combinadas (10-12 años)


  Las operaciones suelen aparecer juntas y, como en todo acto de sociedad, se requieren unas reglas de protocolo. Que hayan entrado en escena los números negativos no cambia el panorama ni las normas que teníamos para los números naturales. El que maneja bien las operaciones debe actuar como un jefe de protocolo que conoce el escalafón y sabe a quién tiene que ceder el paso en las puertas.


  En las operaciones combinadas con números enteros, las reglas son las mismas que las empleadas con los números naturales: en caso de dos operaciones juntas, siempre realizaremos antes multiplicaciones y divisiones que sumas y restas, e igualmente las potencias y raíces tienen prioridad sobre la multiplicación. Así, por ejemplo:


  [image: ]


  Fracciones con números enteros (10-12 años)


  Vamos viendo que los números negativos se comportan en todo igual que los números naturales, tanto con respecto a la suma como a la resta, multiplicación y división. ¡Tenerles miedo no tiene sentido! En cuanto conocemos cómo son y cómo funcionan, vemos que son inofensivos. Ahora les toca el turno a las fracciones.


  Para la comprensión de este apartado es posible que tengas que volver a repasar el capítulo 6, dedicado a fracciones. Como sabes, las matemáticas están conectadas (es un grave error pensar que no lo están), y es habitual tener que repasar algo que ya hemos estudiado anteriormente.


  Una vez que hemos introducido los números negativos, podemos ampliar el conjunto de fracciones a aquellas donde sus elementos pueden ser números negativos. Así, tendríamos nuevas fracciones, por ejemplo:


  [image: ]


  Podemos definir también la equivalencia de fracciones: dos fracciones son equivalentes si al multiplicar en cruz, el resultado es el mismo. Así, las fracciones 2/–4 y –1/2 son equivalentes, ya que


  [image: ]


  De esto surge el concepto de número racional, que es el conjunto de todas las fracciones equivalentes entre sí. Al conjunto de todos los números racionales se le denota por Q, como ya vimos en el capítulo 6, ¿lo recuerdas?


  También realizaremos el proceso de simplificación para encontrar la fracción irreducible. La forma de simplificar es la misma que para fracciones de números naturales con la única salvedad del signo: una fracción irreducible, si tiene algún número negativo, lo tendrá en el numerador. Así, lo primero que haremos será determinar el signo de la fracción aplicando la regla de los signos, y si fuera negativo, el menos se incluiría en el numerador.


  Si, por ejemplo, quisiéramos simplificar la fracción 6/–4 lo primero sería recordar que el signo + entre – es –, lo ponemos arriba:


  [image: ]


  Ahora vamos copiando el signo – en todo momento y simplificamos como si no estuviera, dividimos entonces arriba y abajo por 2:
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  y como –3/2 es una fracción irreducible, hemos terminado. Por tanto:
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  Fíjate en otra cosa: en caso de que omitiendo el signo, el denominador dividiera al numerador, obtendríamos que el número racional sería un número entero. Por ejemplo:


  [image: ]


  Abordemos las operaciones de números racionales:


  Para suma y resta, lo primero será aplicar la regla de los signos a aquellas fracciones que tengan denominador negativo. Una vez hemos hecho esto, trabajaremos como para fracciones con números naturales: reducimos a común denominador y operamos con los numeradores. Por ejemplo:


  [image: ]


  En cuanto a la multiplicación y división, trabajamos de la misma forma que para fracciones con números naturales y al final aplicamos la regla de signos, más la simplificación correspondiente. Por ejemplo:
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  Como sabemos, los números enteros son números racionales, y cuando aparecen en operaciones podemos expresarlos de forma natural con denominador 1. Tenemos que hacer hincapié en este tipo de ejercicios, ya que en ocasiones los alumnos se lían. Es muy normal si le ocurre a tu hijo.


  Finalmente, en lo relativo a operaciones combinadas de fracciones, tendríamos en cuenta las mismas reglas que para números enteros y fracciones en cuanto al orden de las operaciones, paréntesis, etcétera.


  Si de primeras te resulta complicado (o si le ocurre a tu hijo), no te preocupes, porque es normal: estos procesos se asientan poco a poco. A lo mejor os toca volver atrás y echar un vistazo a lo que afianzamos en temas anteriores; lo importante es seguir cimentando esa base, con confianza y buscando siempre la motivación del niño.


  Números decimales negativos (10-12 años)


  La ampliación a números negativos también se hace para números decimales. De hecho, los «números rojos» de los bancos suelen contener cifras decimales. La idea ahora es la misma que la que vimos previamente: trabajar con decimales es semejante a trabajar con fracciones cuyos denominadores son potencias de 10: 10, 100, 1000… No tenemos que introducir nada nuevo. Por una parte, debemos recordar la regla de los signos y por otra, operar con números decimales como aprendimos a hacerlo en el capítulo 7.


  En cuanto a operaciones, para la suma y la resta extenderíamos la misma idea de «tener y deber» que ya hemos usado para números enteros negativos, y aplicaríamos la regla de los signos cuando fuera conveniente. Esto mismo haríamos para realizar las multiplicaciones y divisiones de números decimales: aplicaríamos la regla de signos y la operación con los números decimales positivos.


  Para finalizar, ya vimos la equivalencia entre fracciones y división. Esta equivalencia se extiende de forma natural a fracciones con números enteros, con la novedad habitual de la aplicación de la regla de los signos:
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          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Los números negativos se van a utilizar en ecuaciones y en problemas. Por lo demás, ya sabes que se comportan igual que los que ya conocíamos, tanto si se trata de números naturales, fracciones o decimales. La única novedad auténtica es el tratamiento de los signos. Para ello, es bueno que le propongas a tu hijo ejercicios similares a los descritos en este capítulo. Para complementar esos ejercicios, proponemos actividades que van en la misma línea, pero pueden motivar a nuestro hijo, al cambiar los materiales y medios con los que operará.


  Multiplicando cartas (10-12 años)


  Ya antes nos hemos referido a la costumbre de representar los números negativos como «números rojos». Aprovechando esto, proponemos coger una baraja de póquer e ir sacando pares de cartas. Recordemos que las cartas de esta baraja constan de naipes numerados del 1 al 10, más las J, Q y K. Podemos considerar en este caso que J = 11, Q = 12 y K = 13, y así hacer operaciones un poco más complicadas.


  El primer ejercicio consiste en barajar, sacar pares de cartas y multiplicarlas. Podemos jugar contra nuestro hijo: al que le toque jugar debe efectuar el producto del valor de las cartas que salgan, con signo incluido (recordemos que las cartas rojas representan números negativos). Si la multiplicación se hace correctamente, el que la ha hecho se queda las cartas. En otro caso, se le dan al contrario. Gana la partida el que más cartas tenga en su poder.


  Una variante de este juego puede ser considerar fracciones e intentar reducirlas, o eliminar los signos del denominador. Para ello podríamos convenir que la primera carta sacada sea el numerador y la segunda, el denominador de una fracción. Las reglas serían las mismas.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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          capítulo


          once

        

        	
          

          Ecuaciones: despejando incógnitas

        
      

    
  


  


  


  
    
      
        
          ¡Id a las raíces de estos cálculos! Agrupad las operaciones.
        

      

    

  


  
    
      
        
          ¡Clasificadlas de acuerdo con su complejidad en lugar de su apariencia! Esta, creedme, es la misión de los futuros matemáticos.
        

      

    

  


  EVARISTE GALOIS13


  Álgebra y ecuaciones (0-99 años)


  El origen de las ecuaciones está ligado al uso en expresiones matemáticas de un elemento, por lo general una letra, que se comporta como un número en cuanto a operaciones y propiedades, pero cuyo valor no se conoce. La resolución de ecuaciones está íntimamente ligada con el estudio de los polinomios y todo ello está incluido en una de las ramas más importantes de las matemáticas: el álgebra.


  Aunque desde la Antigüedad ya se hablaba de incógnitas en el sentido de ese valor desconocido que había que determinar, el hecho de manejarlas como si se trataran de números aparece por primera vez en la obra de Diofanto, allá por el siglo III a. C., donde ya designaba a los valores desconocidos con letras y consideraba algunas reglas para operar con estos elementos. Sin embargo, como tampoco buscó métodos generales ni puso excesivo interés en justificar cada paso que se daba, a Diofanto no se le considera padre del álgebra, y se tiende a reconocer sus orígenes en la matemática árabe. ¿Lo recuerdas?: en el capítulo 3 ya nos hemos referido al origen de la palabra álgebra y que esta aparece en el título de la obra Al’Jabr, de Al Kuwarizmi. Precisamente, la palabra al-jabr es «restaurador», y se asocia a la idea que tenía Al Kuwarizmi de que resolver una ecuación consiste en «restaurar» esta hasta obtener el valor de la incógnita.


  Resulta muy curioso el uso que se dio a la palabra algebrista cuando se introdujo en la península Ibérica: restaurador de huesos. Así, en el mismísimo Quijote de Miguel de Cervantes podemos encontrar un algebrista cuya función es muy distinta a la de los algebristas matemáticos: es el médico que coloca los huesos en su lugar a Sansón Carrasco, que tras disfrazarse de Caballero de los Espejos, es vencido por el Ingeniero Hidalgo. De hecho, todavía hoy el diccionario de la Real Academia Española asocia el álgebra a esta acción e incluso encontramos una tercera asociación, aún más curiosa:


  
    
  


  
    	com. Persona que estudia, profesa o sabe el álgebra (// matemática).


    	com. desus. Cirujano dedicado especialmente a la curación de dislocaciones de huesos.


    	com. germ. alcahuete (// persona que concierta una relación amorosa).

  


  Monomios (12-13 años)


  A muchas personas les echan atrás las ecuaciones y el álgebra. Algunos piensan que la terminología que se usa en los libros de matemáticas corresponde a una especie de vocabulario secreto, una jerga que, a modo de hechizo lanzado por Harry Potter, es capaz de hallar valores numéricos y resolver problemas importantes. No: las ecuaciones no son cosa de brujas, pero es necesario introducir algo de nomenclatura para referirnos a ellas y a los elementos que las componen. Tal vez se produzca la magia y podamos «adivinar» el valor de la incógnita.


  El primero de los conceptos que vamos a introducir es el de monomio y sus elementos: un monomio es una expresión de la forma axn donde a es un número real y n es un número natural. Entonces diremos que a es el coeficiente del monomio y n es su grado. A xn se le llama parte literal del monomio.


  Así, por ejemplo:


  
    
      2x3 es un monomio cuyo coeficiente es 2, y grado 3.
    

  


  
    
      –3x es un monomio cuyo coeficiente es –3 y dado que –3x = –3x1, su grado es 1.
    

  


  
    
      x2 es un monomio y dado que x2 = 1 · x2, su coeficiente es 1 y su grado 2.
    

  


  
    
      3 es un monomio, ya que 3 = 3x0, luego tiene por coeficiente 3 y grado 0. A los monomios de grado 0 se les llama constantes y se corresponden con los números.
    

  


  Se dice que dos monomios son semejantes si tienen el mismo grado. Así, por ejemplo: 5x4 y –x4 son monomios semejantes, –2x y x también lo son, mientras que los monomios 2x y 5 no lo son.


  Las operaciones que nos harán falta para el estudio de las ecuaciones de primer grado son la suma y la resta de monomios, así que vamos a por ellas. Como indicábamos en la introducción, la forma de operar con monomios implica tratar a la letra x como si fuera un número, y entonces usar las operaciones y propiedades de números. Por eso, la suma y la resta de monomios solo se definen para monomios semejantes, y en ese caso:


  
    
      
        
          
            
              axn + bxn = (a+b)xn y axn – bxn= (a – b)xn
            

          

        

      

    

  


  Ahí van algunos ejemplos:


  
    
      
        
          
            
              2x3 + 5x3 = (2 + 5)x3 = 7x3
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              –2x2 – 5x2 = (– 2 –5)x2 = –7x2
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              3x – 5x + 6x – x = (3 – 5 + 6 – 1)x = 3x
            

          

        

      

    

  


  Observemos que para definir suma y resta de monomios hemos razonado a partir de la propiedad distributiva: como la parte literal es la misma, sacamos factor común y operamos con los coeficientes. Por supuesto, no hace falta incluir todos los pasos, directamente de la operación podemos dar el resultado.


  
    
      
        
          
            
              3x5 + 2x5 – 6x5 = –x5
            

          

        

      

    

  


  En caso de tener dos monomios no semejantes, el resultado no será un monomio, quedaría tal cual se presenta. Por ejemplo: 3x – 5 no se opera y se queda tal cual. Cuando resolvamos ecuaciones de primer grado intentaremos agrupar términos semejantes en cada una de las partes de la igualdad: lo que lleva x en una parte y los números en la otra.


  Expresiones algebraicas y valores numéricos (12-13 años)


  Julio Rey Pastor fue un pionero en la investigación matemática en España y una de las figuras que más importancia han tenido en la renovación de las matemáticas en todo el mundo hispanoamericano. Un dato curioso: quería ser militar y no accedió a la Academia por fallar un examen de matemáticas, otra prueba de que los resultados en un examen no siempre son significativos. En 1954 fue elegido miembro de la Real Academia Española y su discurso de ingreso versó sobre «El álgebra en el lenguaje». Nosotros seguimos con el lenguaje del álgebra…


  Una expresión algebraica no es más que una expresión matemática donde aparecen números y letras junto con operaciones matemáticas. Por ejemplo, tenemos expresiones algebraicas como a + b, a2, 5x – 3, (3x – 1)/4, etcétera.


  Si tenemos una expresión algebraica, podemos dar valores numéricos a las letras que aparecen. En este caso, diremos que estamos calculando «el valor numérico de una expresión algebraica». Suena un poco lioso, ¿verdad? Verás como es fácil de entender si lo planteamos en distintos ejemplos:


  1) Si calculamos el valor numérico para la primera expresión a + b para los valores a = 5, b = –3, simplemente nos tocaría sustituir estos valores y tendríamos:


  5 + (–3) = 5 – 3 = 2


  2) ¿Y el valor numérico de a2 cuandoa = 3? Sería: 32 = 9.


  3) Si consideramos el tercer ejemplo, 5x – 3, para el valor de x = –1 se obtiene:


  5 · (–1) –3 = –5 –3 = –8


  4) Finalmente (3x – 1)/4 para x = 0 nos daría (3 · 0 – 1)/4 = –1/4.


  ¿A que ahora resulta más sencillo comprenderlo? Pues vamos a dar un paso más en el camino de las ecuaciones.


  Identidades y ecuaciones (12-13 años)


  Igual que en el lenguaje existe la polisemia, en matemáticas también ocurre que cosas diferentes se expresan de forma parecida. Ya lo vimos cuando hablábamos sobre fracciones y números racionales, ¿te acuerdas? Por otra parte, no todas las expresiones que involucran un signo = representan ecuaciones. Ahora vamos a distinguir dos importantes tipos de igualdades algebraicas, esto es: expresiones algebraicas separadas por una igualdad. Esos importantes conceptos son los de ecuación e identidad.


  En primer lugar, una identidad es una igualdad algebraica que siempre se satisface, sea cual sea el valor de las letras. Por ejemplo:


  
    
      
        
          
            
              x = x es una identidad, ya que obviamente esto siempre es cierto.
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              x + x = 2x es una identidad, porque la igualdad se cumple sea cual sea el valor de la x (lo sabemos por las operaciones con monomios).
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              x · x = x2 es una identidad, porque se cumple sea cual sea el valor de la x (lo sabemos por definición de potencias).
            

          

        

      

    

  


  Con la ecuación es distinto: una ecuación es una igualdad algebraica que no es cierta para todos los valores de la letra o letras. En este caso diremos que esas letras son las incógnitas, y el objetivo será resolver la ecuación, esto es, calcular todos los valores de las incógnitas de forma que satisfagan la ecuación. También se le llama despejar la incógnita. Así,


  
    
      
        
          
            
              x + 3 = –2, x – 4 = 4, –3x = 3, x/2 = –5, 2x – 1 = 0,

              2(x + 3) – (x – 4) = –1…
            

          

        

      

    

  


  son ejemplos de ecuaciones, porque solo se cumplen las igualdades para ciertos valores de la incógnita x. Pero ¿cómo se resuelven ecuaciones de primer grado similares a las anteriores? Vamos a verlo.


  Ecuaciones de primer grado. Soluciones (12-14 años)


  Hay muchos problemas que se pueden resolver «de cabeza». Al principio del libro hemos comentado nuestra experiencia personal y cómo nuestros padres no tenían estudios universitarios, pero, a pesar de ello, eran capaces de ver si los problemas que hacíamos en el colegio estaban bien resueltos o no. Ellos no lo hacían con la metodología que proporciona el álgebra, sino que empleaban razonamientos muy brillantes en ocasiones, pero que solo servían para resolver un problema en particular. Lo que nos proporciona el álgebra es la posibilidad de tratar del mismo modo todas las ecuaciones de primer grado. ¡Y de encontrar sus soluciones!


  Para no empezar la casa por el tejado, vamos a abordar de entrada la resolución de las ecuaciones de primer grado con una incógnita, ecuaciones donde el mayor exponente al que está elevada la incógnita es 1, como todos los ejemplos de ecuaciones que presentábamos en el apartado anterior.


  Para las ecuaciones de primer grado siempre tendremos como mucho una solución, es decir, un valor numérico de la incógnita de forma que se satisface la igualdad.


  Una primera forma de entender lo que hacemos al resolver una ecuación es considerar muchos ejemplos, interpretarlos y dar la solución sin escribir nada. Así que vamos a dejar a un lado lápiz y papel, y a considerar algunos ejemplos:


  
    
      
        
          
            
              x + 1 = 3. En esta ecuación buscamos un número x tal que si le sumamos 1 obtenemos 3. ¿Cuál es el número tal que al sumarle 1 se obtiene 3? Claramente, ese número es 2, luego la solución de esta ecuación es x = 2.
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              x – 2 = 5. Ahora buscamos un número x tal que al restarle 2 se obtiene 5. ¿Cuál es este número? Exacto, luego la solución es x = 7.
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              3x = 6. ¿Cuál es el número tal que multiplicado por 3 nos da 6? ¿Ya lo tienes? Justo: ha de ser x = 2.
            

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            
              x/2 = 5. Ahora buscamos un número tal que al dividirlo por 2 se obtenga 5. Ese número es 10, luego x = 10.
            

          

        

      

    

  


  Con todos estos ejemplos, tu hijo entenderá qué se busca cuando se enfrenta a una ecuación, ya que a cada una de ellas le hemos asociado un problema, en este caso sobre números. Así evitamos que se lance a aplicar reglas sin tener ni idea de lo que está haciendo (algo, por desgracia, generalizado a la hora de realizar ejercicios).


  Por otra parte, comprobar que un valor es solución de la ecuación es muy sencillo: solo hay que sustituir el valor resultante de la incógnita en cada uno de los miembros de la igualdad para ver si efectivamente se satisface. Por ejemplo, si queremos comprobar que x = 2 es la solución de la ecuación x/2 + x = 3, lo que tenemos que hacer es sustituir x por 2 en todos los casos y comprobar que el resultado es 3. Haz la prueba.


  Así, con las ecuaciones no deberíamos conformarnos con resolverlas, también siempre deberíamos comprobar que están bien hechas. De hecho, muchos de nuestros alumnos universitarios no aprueban por no comprobar los resultados, ya que en ese caso podrían haber detectado que el resultado es incorrecto, haber vuelto para atrás hasta detectar el error y rectificar. De los errores se aprende mucho, como mínimo a no cometerlos de nuevo.


  Resolvamos ecuaciones: x + a = b y x – a = b (12-14 años)


  Vamos a comenzar resolviendo ecuaciones de primer grado con esta forma. Para eso es importante que, además de conocer el procedimiento, tu hijo te justifique los pasos que va dando. Vamos a razonar con todo detalle en dos ejemplos:


  1) Si consideramos la ecuación x + 3 = 2, en ella la incógnita x está en la parte izquierda de la igualdad, pero viene acompañada de un 3. Si hiciéramos desaparecer este 3, la x aparecería despejada y obtendríamos su valor.


  Lo que nos dice la ecuación es que x + 3 y 2 son iguales, y si a dos expresiones iguales les restamos la misma cantidad, ¿qué ocurre? Que ambos resultados también serán iguales. En nuestro caso, queremos que desaparezca el 3 del primer miembro de la igualdad, y una forma de conseguirlo sería restar 3 (porque una igualdad sigue siéndolo si sumamos o restamos a cada miembro cantidades iguales). Vamos a hacerlo:


  x + 3 = 2 → x + 3 – 3 = 2 – 3 → x = 2 – 3 → así que x = –1


  Si nos quedamos con la primera y la tercera de las expresiones se tiene:


  x + 3 = 2 → x = 2 – 3


  Así, el 3 que está sumando pasa a la parte derecha restando. Esto constituye una regla que aplicaremos al resolver ecuaciones.


  2) Ahora con la resta: si consideramos la ecuación x – 1 = 4, y razonamos igual que hicimos antes, para que desaparezca el –1 lo que necesitamos es sumar 1 en los dos miembros de la igualdad. Así:


  x – 1 = 4 → x – 1 + 1 = 4 + 1 → x = 4 + 1 → así que x = 5


  Si nos volvemos a quedar con la primera y la tercera de las expresiones tenemos:


  x → 1 = 4 → x = 4 + 1


  ¿Qué ha pasado? Que el 1 que está restando pasa a la otra parte sumando. Esto es así también para ecuaciones similares. ¿Y esto qué nos enseña? Que a partir de estos dos ejemplos hemos obtenido una primera regla a la hora de resolver ecuaciones:


  
    
      
        	
          

          i)

        

        	
          

          Si un elemento en una ecuación está sumando, puede pasar restando a la otra parte de la igualdad.

        
      


      
        	
          

          ii)

        

        	
          

          Si un elemento en una ecuación está restando, puede pasar sumando a la otra parte de la igualdad.

        
      

    
  


  Aunque tu hijo aplicará esto a la hora de resolver ecuaciones, ayúdale a que no pierda de vista de dónde viene lo que se está haciendo; esto es, según interese, debemos sumar o restar la misma cantidad en los dos miembros de la igualdad.


  ¿Por qué no le propones algunas ecuaciones similares a las que hemos visto, para que afiance el proceso? Pídele que lo justifique, y también que lo compruebe, que la comprobación jamás sobra. Todos los razonamientos matemáticos se han justificado y así debe hacerlo él también: cada vez que resuelva una ecuación, recuérdale que anote o te nombre los pasos que da en esa resolución, con dos objetivos: primero, para que sea más fácil el estudio posterior; y segundo, para que se acostumbre siempre a preguntarse el porqué de las cosas. ¿Se atreverá a resolver contigo alguna ecuación como las anteriores, sin lápiz ni papel? Es un reto.


  Resolvamos ecuaciones: ax = by x/a = b (12-14 años)


  Si al comenzar a operar se introducen en primer lugar la suma y la resta y después la multiplicación y división, ahora toca algo parecido: hemos visto cómo resolver ecuaciones en las que las incógnitas y las constantes seguían relaciones de suma y resta. Ahora vamos a estudiar con un poco más de detalle las ecuaciones en las que las incógnitas aparecen multiplicadas o divididas por un coeficiente. Aunque parezca machacón, si te fijas, verás que siempre estamos siguiendo los mismos pasos: en este momento, para aprender a resolver ecuaciones debemos seguir unos pasos fijos y afianzar conocimientos; ya tendremos tiempo de utilizar nuestra creatividad cuando queramos resolver problemas, porque ahí sí habrá que interpretar la pregunta, los datos que tenemos y el camino con el que convertiremos todo eso en una ecuación.


  Antes de empezar a trabajar con las ecuaciones a las que nos hemos referido en la cabecera de este apartado, razonemos un poco por medio de dos ejemplos:


  1) 2x = –10. Para tener despejada la incógnita x, molesta el 2 que la multiplica, ¿no? ¿Cómo nos deshacemos de él? Como ambas partes de la igualdad son iguales, al dividir por 2 el resultado se mantiene. Así:


  2x = –10 → 2x/2 = –10/2 → 2 x/2 = –10/2 → x = –10/2 → así que x = – 5


  Si nos centramos en la primera y la tercera expresión, igual que hicimos en el apartado anterior: 2x = –10 → x = –10/2, vemos que para despejar la x, el 2 que está multiplicando pasa a la otra parte dividiendo. Esta será una primera regla.


  2) x/–3 = – 4. Para despejar la x necesitamos deshacernos del –3 que aparece en el denominador ¿Qué hacemos? Basta multiplicar por –3 en ambas partes de la igualdad:


  [image: ]


  Fijándonos como en los otros casos en las expresiones primera y tercera, vemos que el –3 que está dividiendo pasa a la otra parte multiplicando.


  A partir de aquí, obtenemos dos nuevas reglas que usaremos a la hora de resolver ecuaciones:


  
    
      
        	
          

          i)

        

        	
          

          Si un elemento en una ecuación está multiplicando, puede pasar dividiendo a la otra parte de la igualdad.

        
      


      
        	
          

          ii)

        

        	
          

          Si un elemento en una ecuación está dividiendo, puede pasar multiplicando a la otra parte de la igualdad.

        
      

    
  


  Has visto que seguimos un proceso razonado, no hace falta memorizar nada, basta con comprenderlo. ¿Y para que todo vaya quedando claro? Lo mejor, la práctica. Una vez más, prueba a resolver y comprobar las soluciones de ecuaciones semejantes a las que hemos desarrollado aquí: verás lo fácil que resulta una vez practicamos un poco.


  Resolvamos ecuaciones: ax + b = c (12-14 años)


  La historia de la matemática está llena de anécdotas, pero también de conjuras, intrigas y traiciones —a fin de cuentas, los matemáticos somos humanos y nos comportamos como todos los demás de nuestra especie—. Así, durante el Renacimiento hubo pugnas entre diferentes matemáticos sobre quién era capaz de resolver una determinada ecuación. Uno de los protagonistas de esta historia fue Niccolo Fontana, conocido como Tartaglia debido a su tartamudez. Tartaglia creció huérfano y sin dinero, pero su ingenio y esfuerzo le permitieron estudiar y llegar a ser uno de los grandes matemáticos del siglo XVI, autor de resultados que siguen siendo clave en la formación de nuestros hijos. Pues bien, Tartaglia consiguió renombre por haber sido capaz de resolver unas ecuaciones de grado 3, como respuesta a un reto lanzado por Antonio Fiore (que conocía la solución no por su propio trabajo, sino porque su maestro, Scipione, se lo había dicho como secreto en su lecho de muerte). Su fama le sirvió para que Cardano (un matemático y médico importante, de alta cuna, aficionado al juego e impulsor de la teoría de probabilidad por lo que le aportaba en el mismo) intentase ganarse su amistad. Creyéndole amigo, Tartaglia explicó a Cardano su método para resolver esas ecuaciones, Cardano lo publicó y hoy esas fórmulas se conocen como fórmulas de Cardano. Como vemos, el espionaje industrial no es nada nuevo…


  Nosotros nos quedamos aún lejos de esas ecuaciones que resolvió Tartaglia; seguimos en la resolución de ecuaciones de primer grado, del tipo ax + b = c, para lo que nos basta algo mucho más sencillo: simplemente emplear y combinar bien lo que hemos visto ya en los apartados anteriores. Veamos algunos ejemplos:


  1) 2x – 1 = 5. Para despejar la x en esta ecuación, en primer lugar pasaremos el 1, que está restando, a la otra parte sumando, luego 2x = 5 + 1, de donde 2x = 6. Ahora pasamos el 2 dividiendo y resulta: x = 6/2 = 3.


  No está de más que sigamos dando una justificación en cada paso.


  Veamos un nuevo ejemplo, pero ahora omitiendo explicaciones (por supuesto, eso no significa que lo digamos de viva voz).


  
    
      
        	
          2) –3x + 3 = 5 → –3x = 5 – 3 → –3x = 2 → x =

        

        	
          [image: ]

        
      

    
  


  Una aclaración: eso que decíamos antes de sumando

  o restando… (12-14 años)


  Cuando empezamos con las reglas de resolución de una ecuación decíamos: si el número está sumando pasa restando, si está restando pasa sumando. Ahora, y no antes, es cuando nos toca hacer una aclaración al respecto, porque si consideramos:


  –3 + x = 5, diríamos que –3 suma a x, luego pasa a la otra parte restando, así:


  x = 5 – (–3) = 5 + 3 = 8. Sin embargo, lo que se suele hacer es considerar el 3, y como tiene un – delante y sabemos que hay una suma o resta (con respecto a la incógnita), pasaría con + a la otra parte, así: x = 5 + 3 = 8.


  Para la ecuación 2 – x = 3, ese 2 suma o resta a la incógnita, como tiene un + delante, pasa con –, luego –x = 3 – 2, de donde –x = 1 y entonces x = –1.


  A partir de ahora, razonaremos de esta forma.


  Resolvamos ecuaciones: paréntesis y propiedad distributiva (12-14 años)


  De la misma forma que para operaciones combinadas de números utilizamos paréntesis, también vamos a encontrarnos ecuaciones que los incluyan. De hecho, los encontraremos a menudo, ya verás. Para resolver una ecuación de este tipo razonaremos como siempre lo hemos hecho, como si estuviéramos trabajando solo con números, y aplicaremos las propiedades que hemos estudiado en los primeros capítulos (¿a que ahora queda clara la utilidad de repasar números, operaciones y sus propiedades?). Una propiedad que siempre necesitaremos aplicar es la propiedad distributiva. Veamos algunos ejemplos:


  1) 3(x – 1) + 5 = 8. Aplicando la propiedad distributiva tenemos que 3(x – 1) = 3x – 3, luego sustituyendo esto en la ecuación nos quedaría:


  3x – 3 + 5 = 8 → 3x = 8 + 3 – 5 → 3x = 6 → x = 6/3 →

  así que x = 2


  2) 2(x – 1) – 5(x + 3) = 2(x – 4) – 1. Aplicando tres veces en la misma ecuación la propiedad distributiva se obtiene:


  2x – 2 – 5x – 15 = 2x – 8 – 1


  Si pasamos las x a la parte izquierda y los números a la derecha:


  2x – 5x – 2x = –8 – 1 + 2 + 15 → luego: –5x = 8 → x = 8/–5 = –8/5


  Y como –8/5 es irreducible, porque no puede simplificarse más, esa es la solución de la ecuación.


  3) 4 – (x – 3) = 6. En este caso observamos un – delante del paréntesis, y con ello se trata de obtener el opuesto de x – 3. Como sabemos, el opuesto de un número también se obtiene multiplicando por (–1), y si razonamos así en esta ecuación y aplicamos la propiedad distributiva, tenemos que –(x – 3) = (–1) · (x – 3) = –x + 3.


  Así, el – delante del paréntesis lo que hace es cambiar de signo los signos, así razonaremos directamente a partir de ahora. Por tanto, la ecuación quedaría:


  4 – x + 3 = 6 → –x = 6 – 4 – 3 → –x = –1 → así que x = 1


  Resolvamos ecuaciones: fracciones con incógnitas

  (12-14 años)


  Nos vamos acercando al final: solo nos queda estudiar las ecuaciones en las que la incógnita puede aparecer en una fracción. Con esto habremos completado toda la teoría sobre ecuaciones que vamos a ofrecer en este libro a falta de enfrentarnos a los problemas. Cuando hayamos llegado a este punto, nuestro hijo habrá completado un camino en el que hemos querido mostrar un modo de pensamiento.


  Así, nos centramos en ecuaciones donde la incógnita puede aparecer en una fracción. Un primer tipo de ecuaciones que pueden plantearse son aquellas donde tenemos una igualdad entre fracciones. Veamos varios ejemplos:


  1)
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  Observemos que tenemos una igualdad entre fracciones, o lo que es lo mismo, dos fracciones equivalentes. ¿Qué había que hacer, lo recuerdas? Exacto: si multiplicamos en cruz, vamos a obtener el mismo resultado:


  3 · (2x – 1) = 5 · (3x – 2)


  Aplicando la propiedad distributiva: 6x – 3 = 15x – 10. De donde:


  6x – 15x = –10 + 3 → –9x = –7 → x = –7/–9 → así que x = 7/9


  2)
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  En este caso podemos escribir el segundo miembro de la igualdad también como una fracción, luego la ecuación quedaría


  [image: ]


  y, multiplicando en cruz:


  1 · (–3x – 2) = 3 · (–x) → –3x – 2 = –3x → –3x + 3x = 2 →

  lo que equivale a 0 = 2


  ¿Tiene sentido esto? Obviamente no, pero pensando un poco podemos interpretar lo que significa: partiendo de nuestra ecuación inicial, y siguiendo siempre pasos lógicos, hemos deducido que 0 = 2, lo cual es falso, por lo que la igualdad inicial nunca es verdadera. Así, para ningún valor de x se satisface la ecuación y de ello dicha ecuación no tiene solución.


  En el segundo tipo de fracciones que trataremos en esta sección aparecen sumas y restas con fracciones. Al igual que para sumas y restas de fracciones numéricas, la clave será reducirlas a común denominador para así operar con ellas. Veamos un ejemplo:
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  Operamos en el primer miembro y en el segundo miembro y para ello calculamos el mínimo común múltiplo de los denominadores que intervienen en cada uno de ellos. Si lo hacemos en el primer miembro es mcm (4, 6) = 12 y el resultado de operar en el segundo es mcm (2, 10) = 10. Luego dividimos el nuevo denominador entre el antiguo y multiplicamos por el numerador (ojo, como el antiguo denominador consta de varios factores, aplicando la propiedad asociativa, en un primer paso multiplicaríamos por el primer factor y este resultado en el paso siguiente por el factor restante):


  [image: ]


  Ahora, al tener común denominador las fracciones, escribimos en cada parte de la igualdad una única fracción:


  [image: ]


  y operamos en los numeradores:


  [image: ]


  luego:


  [image: ]


  ¿A qué solución has llegado? Si el resultado final al que llegaste fue x = 51/13, es que vas lanzado por el buen camino. Si no, al tiempo: solo necesitas un poco de práctica y lo tendrás dominado. ¿Por qué no pruebas de nuevo?


  
    
      
        	
          ACTIVIDADES

        
      

    
  


  Además de que podamos proponer a nuestro hijo baterías de ecuaciones para que practique su resolución, seguro que le resulta interesante practicar algunos tipos de problemas que suelen aparecer a menudo, a modo de actividades. Son problemas sencillos cuyo planteamiento se hace de forma estándar. En el próximo capítulo, dedicado fundamentalmente a la resolución de problemas, encontraremos otros enunciados, variados, para poner a prueba lo que hemos desarrollado aquí.


  La resolución de un problema de ecuaciones se basa en unas pautas generales:


  
    
  


  
    	Elegir qué representará la incógnita. Normalmente tomaremos como incógnita aquello que nos preguntan o, en caso de que pregunten más de una cosa, elegimos una de ellas como incógnita.


    	Luego tenemos que expresar en función de la incógnita cada uno de los elementos que intervienen en el problema.


    	Traducimos el enunciado a una ecuación.


    	Resolvemos la ecuación planteada.


    	Y para terminar, interpretamos el resultado para dar respuesta al problema.

  


  Vamos a por algunos problemas de ecuaciones que podríamos considerar como típicos. Para cada uno de estos tipos, lo primero sería plantear los problemas y ver si tu hijo puede resolverlo por sí solo siguiendo las pautas anteriores; si no fuera capaz, ve dándole orientaciones y encaminándolo hacia la resolución. No pierdas de vista que la paciencia y la motivación dan mucho mejor resultado que las prisas o una alta exigencia.


  1. Problemas de números


  Son de los más habituales y existen varios tipos. Pueden pedirnos que averigüemos la relación entre números consecutivos. También es habitual que nos den un número y nos pidan otro en relación con el mencionado (su doble, su triple…). O bien puede que nos pidan calcular varios números relacionados mediante una propiedad.


  Estos ejercicios tienen su método, aunque no hay que memorizar nada: como siempre, basta con aplicar la lógica. El primero trata sobre números consecutivos. Vamos a ver algunos ejemplos:


  
    
  


  
    	Si te hablan de números consecutivos cualesquiera, pensando en varios ejemplos: 2, 3, 4, 5…; o 5, 6, 7, 8…, observamos que cada uno de los números es el anterior sumándole 1. Así, si llamamos x al primero de los números, los números serían x, x + 1, x + 2, x + 3…


    	Si el problema trata sobre números pares consecutivos, considerando varios ejemplos: 2, 4, 6, 8…; 6, 8, 10, 12…, observamos que cada número se obtiene del anterior sumándole 2. Así, si la incógnita x fuera el menor de los números, estos serían x, x + 2, x + 4, x + 6… Claro, lo mismo ocurriría con los impares, ¿verdad?

  


  El segundo tipo de problemas que suele aparecer es un bloque de problemas en el que nos dan un número y a partir de él se pide otro u otros que se obtienen a partir del dado. Así, si nos piden calcular un número y x representa dicho número, tendríamos que su doble sería 2x, su triple, 3x, la mitad, x/2, la tercera parte, x/3…


  El último tipo que destacaremos será el de los problemas donde nos piden calcular varios números que están relacionados mediante una propiedad. En este caso llamaremos x a alguno de ellos y utilizaremos la propiedad dada para escribir los otros en términos de x. De nuevo, los ejemplos concretos nos ayudarán en esta tarea. Así, por ejemplo, si hablan de dos números que se diferencian en 3 unidades, primero escribiríamos varios ejemplos: 3 y 6, 5 y 8, 9 y 12… Luego si el menor es x, el otro es x + 3 (o también, si el mayor es x, el más pequeño es x – 3).


  Para fijar ideas, consideremos el problema siguiente: «La suma de dos números es 32 y el mayor excede al menor en 8 unidades. Calcula el valor de ambos números». ¿Qué pasos seguiríamos? Piénsalo…


  En este ejemplo consideraríamos: x = número mayor; x – 8 = número menor.


  Nos dicen que la suma de ambos es 32, con lo que la ecuación resultante es:


  x + (x – 8) = 32 → 2x – 8 = 32 → 2x = 40 → luego x = 20


  Hemos obtenido que el mayor de los números es 20, y como nos han dicho que el otro es 8 unidades menor, tenemos que el número es 12. Al comprobar el resultado vemos que, efectivamente, cumplen la condición propuesta. ¿Tú también lo has comprobado?


  2. Problemas de edades


  En estos problemas se suelen preguntar las edades de dos personas a partir de varias condiciones que las relacionan. Normalmente, una de las condiciones habla sobre el presente, y la otra sobre el pasado o el futuro. Lo primero que tendríamos que hacer es asociar la incógnita a una de las edades actuales y escribir la otra en función de esta (si una de las edades la representamos por x y nos dicen que la otra es el doble, sería 2x, si se diferencian en 23 años, las edades serían x y x + 23 o x – 23, según corresponda, etcétera).


  Veamos todo esto con un ejemplo rápido: «Calcula las edades de una madre y su hijo, sabiendo que la madre tiene 20 años más y que dentro de 6 años la edad de la madre será el triple que la del hijo».


  Si x es la edad actual del hijo, la edad de la madre es x + 20. Dentro de 6 años, la madre tendrá (x + 20) + 6 = x + 26, y el hijo x + 6.


  Al aplicar la condición dada para el futuro (que la edad de la madre sea el triple de la del hijo) se tiene que x + 26 = 3 (x + 6) y resolviendo esta ecuación ya vemos que x = 4. Interpretando el resultado de la ecuación, las edades actuales son de 4 años para el hijo y 4 + 20 = 24 años para la madre.


  Si en lugar de con el futuro relacionáramos las edades en el pasado, restaríamos la cantidad de años.


  3. Problemas con cifras de números


  Para este tipo de problemas es muy conveniente repasar el significado de las cifras en un número, es decir, cómo expresar un número a partir de sus cifras en función de unidades, decenas y centenas, algo que ya hemos tratado antes.


  En este tipo de problemas, normalmente nos pedirán calcular un número donde sus cifras están relacionadas por una condición, y otra condición donde aparece un número que se obtiene de cambiar de orden las cifras. Un ejemplo sencillo: «Calcula un número de dos cifras, cuyas cifras suman 8 y de forma que al cambiarlas de orden obtenemos otro número 18 unidades menor».


  ¿Cómo hacerlo? Asociemos la incógnita x a una de las cifras, con la primera de las condiciones; escribamos la otra cifra en función de x, y usemos la otra condición para escribir la ecuación que buscamos resolver. En este caso, ¿qué tendremos que hacer?


  Llamemos x a la cifra de las unidades. Como las dos cifras suman 8, la de las decenas será lo que le falta a x para llegar a 8: 8 – x. Así, nuestro número será (8 – x) 10 + x. Si ahora cambiamos el orden de las cifras, el nuevo número tiene x como cifra de decenas y 8 – x como cifra de unidades, luego será 10x + (8 – x). Como este último número es 18 unidades menor que el número pedido, se tiene que


  10x + (8 – x) = (8 – x) 10 + x – 18, luego x = 3.


  Así, se tiene que la cifra de las unidades de nuestro número es 3, luego la de las decenas es 8 – 3 = 5 y el número es el 53.


  Es probable que estos tres tipos de problemas —de números, de edades y de cifras de números— sean los más habituales cuando nos aproximamos a los problemas de ecuaciones, y a base de práctica (y sobre todo de poner a trabajar la lógica, que no la memoria), tu hijo llegará a dominarlos. Sin embargo, existe un paso más: seguro que cuando estabas estudiando te hicieron resolver problemas de grifos, de móviles (coches o trenes) e incluso de geometría, relacionados todos ellos con las ecuaciones.


  Veamos algunos ejemplos, antes de lanzarnos a por los del último capítulo.


  4. Problemas de grifos


  En estos problemas solemos tener un depósito, piscina, etcétera, varios grifos que vierten líquido y en ocasiones desagües por los que se pierde líquido. Normalmente nos dirán en cuánto tiempo cada uno de los grifos llena el depósito y en cuánto tiempo cada uno de los desagües vaciaría un depósito lleno, y nos pedirán que calculemos el tiempo que tardaríamos en llenar el depósito.


  Para resolver este tipo de problemas, llamaremos x al tiempo que tardaríamos, siendo 1 (un depósito lleno) igual a la suma de lo que llenaría cada grifo en esa cantidad de tiempo y la resta de lo que soltaría cada uno de los desagües. Lo mejor es razonar con un ejemplo:


  «Un piscina tiene dos grifos, cada uno de ellos la llena desde cero en 4 horas y 5 horas respectivamente. Además, también tiene un desagüe que la vacía (estando completamente llena) en 3 horas. Si por un descuido olvidamos cerrar el desagüe, ¿cuánto tardaríamos en llenar la piscina con los dos grifos si al inicio está vacía?».


  Sea x el número de horas que tardamos en llenar la piscina. En una hora el primer grifo llena 1/4 de piscina (la llena entera en 4 horas, luego en 1 hora llena la cuarta parte) y el segundo llena 1/5 de la piscina. Por otra parte, en 1 hora el desagüe vaciará 1/3 de la piscina. Así, en x horas, tendremos la piscina llena y ello será igual a lo que se llena menos lo que se vacía:


  1 = (1/4) x + (1/5) x – (1/3) x


  Si resolvemos esta ecuación, se obtiene que x = 60/7, luego tendremos llena la piscina en 60/7 de hora. Como 60/7 es aproximadamente 8,57 horas, pasando también a minutos se obtiene que el tiempo empleado es aproximadamente de 8 horas y 34 minutos.


  En este problema cuyo enunciado puede parecer absurdo, ya que tenemos abiertos al mismo tiempo los dos grifos y el desagüe, hemos tenido que practicar resolución de ecuaciones, división con decimales y expresión de un decimal en horas y minutos. Ha merecido la pena considerar ese problema que parece irreal (aunque nos sorprendería ver que no son tan irreales: hay veces que por algunos motivos interesa meter y sacar agua al mismo tiempo).


  5. Problemas sobre móviles


  Aunque estos problemas se tratarán en la asignatura de Física, también se trabajan en matemáticas usando ecuaciones. En estos problemas, los móviles (coches, trenes…) se desplazan en línea recta y con velocidad constante, luego se satisface la fórmula: e = v · t (esta ecuación no es más que una consecuencia de la definición de velocidad, que es el espacio recorrido en una unidad de tiempo).


  Entre los problemas que se plantean, encontraremos aquellos donde los dos móviles van en el mismo sentido o aquellos donde los móviles llevan sentido contrario.


  I) Móviles circulando con el mismo sentido. Dentro de este tipo destacan aquellos sobre dos móviles que parten del mismo punto en diferentes instantes, o aquellos donde los móviles parten de diferentes puntos al mismo tiempo. En ambos casos normalmente nos preguntarán en qué instante y a qué distancia alcanzará el primero al segundo. Veamos un ejemplo de cada tipo:


  Ejemplo 1:


  «Un vehículo rojo sale de un punto en línea recta con una velocidad constante de 90 km/h. Una hora después, del mismo punto y por el mismo camino, sale un vehículo blanco con una velocidad de 120 km/h. ¿Cuánto tiempo tardará en alcanzarlo y a qué distancia del punto inicial lo logrará?».


  Si llamamos t al tiempo en horas (observa que las velocidades aquí vienen expresadas en km/h) desde que sale el coche rojo hasta que es alcanzado por el blanco, como el coche blanco habrá salido una hora más tarde, el tiempo que pasa desde que sale el coche blanco es t – 1 horas. Ahora, calcularemos la distancia recorrida por el coche rojo: aplicando la fórmula, sería:


  er = 90 · t y la recorrida por el blanco eb = 120 · (t – 1). Como ambos al encontrarse recorren la misma distancia, tendríamos que er = eb de donde 90 · t = 120 · (t – 1) y ya hemos dado con la ecuación que tenemos que resolver. Para hacerlo: 90 · t = 120 · (t – 1) → 90t = 120t – 120 → 120 = 120t – 90t → 120 = 30t → t = 120/30 = 4 horas.


  Lo que significa que el alcance se producirá a las 4 horas. Para calcular la distancia recorrida podríamos utilizar cualquiera de las expresiones para la distancia, por ejemplo, a partir de la expresión para el coche rojo: er = 90 · 4 = 360 km.


  Ejemplo 2:


  «Dos vehículos, uno rojo y otro blanco, parten de dos puntos de una carretera recta que distan 20 km, en el mismo instante y en el mismo sentido con velocidades de 90 km/h y 80 km/h respectivamente. ¿En qué instante el vehículo rojo alcanzará al blanco y qué distancia recorrerá para ello?».


  El siguiente dibujo representaría la situación dada en este problema:


  [image: ]


  Llamemos x a las horas transcurridas hasta el adelantamiento, que coincide con el tiempo empleado por cada uno de los vehículos, ya que parten en el mismo instante. La distancia recorrida por el vehículo rojo hasta el adelantamiento sería er = 90 · t, y la del coche blanco eb = 80 · t.


  Analicemos ahora cómo expresar el adelantamiento: como la distancia de los puntos de salida de los coches es 20 km, el vehículo rojo alcanzará al vehículo blanco cuando el primero haya recorrido 20 km más que el segundo, luego tendríamos que er = eb + 20. Sustituyendo se tiene: 90t = 80t + 20, de donde 90t – 80t = 20, por lo que 10t = 20 y entonces t = 20/10 = 2 horas.


  La distancia recorrida por el vehículo rojo sería er = 90 · 2 = 180 km.


  II) Móviles en sentido contrario. En estos problemas los móviles parten en línea recta y en dirección contraria de dos puntos separados por una cierta distancia. En estos casos se suele preguntar en qué instante se encontrarán y a qué distancia. 


  Ejemplo 3:


  «Dos vehículos, uno rojo y otro blanco, parten al mismo tiempo de dos ciudades A y B, respectivamente, que distan 400 km por una carretera recta y a velocidades de 110 km/h y 90 km/h respectivamente. ¿En qué instante se encontrarán y a qué distancia de la ciudad A?».


  El siguiente dibujo resumiría la situación descrita en este problema.


  [image: ]


  Llamemos t al tiempo desde que inician su marcha los vehículos hasta que se encuentran. Las distancias recorridas por los vehículos rojo y blanco serían er = 110 · t y eb = 90 · t y en el momento del encuentro, la suma de las distancias sería la distancia que separa a las ciudades A y B, 400 km. Por tanto, tendríamos que er + eb = 400, de donde 110t + 90t = 400, luego 200t = 400, y entonces t = 400/200 = 2 horas. La distancia del punto de encuentro a la ciudad A sería la distancia que recorre el vehículo rojo: er = 110 · 2 = 220 km. 


  6. Problemas de geometría


  Aunque ya hemos hablado de geometría en un capítulo anterior, existen problemas geométricos cuyo planteamiento los reducen a la resolución de una ecuación de primer grado. Así, por ejemplo, podrían plantearnos problemas sobre ángulos de un triángulo del tipo: a partir de conocer dos de ellos, calcular el tercero (ya sabemos que la suma de los ángulos de un triángulo es 180 grados); o bien, calcular longitudes de un lado de un polígono conociendo alguna propiedad que los relacione y el perímetro, etcétera. Pensando un poco, la resolución de estos problemas no resultará complicada.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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  HENRY FORD14


  La resolución de problemas (0-99 años)


  El niño tiene una cualidad innata: su afán por descubrir. Es un investigador nato que busca descubrir y entender poco a poco el mundo que le rodea, y enfrentarse a un problema de matemáticas desarrolla precisamente esa capacidad. Al abordarlo podrá explorar diferentes métodos y alternativas, para llegar a dar con la solución final. Además, y aunque resulte más difícil, es mucho más entretenido enfrentarse a un problema que resolver una batería de ejercicios repetitivos convencionales.


  De hecho, quizá el objetivo último de las asignaturas de matemáticas en la educación obligatoria sea resolver los problemas que se propongan, adecuados a ese nivel. Es algo que le será de enorme utilidad a tu hijo, al margen del campo laboral hacia el que encamine sus pasos: científicos, ingenieros, carpinteros, albañiles, comerciantes… Incluso las carreras consideradas tradicionalmente «de letras», como Derecho, se benefician de una buena práctica en resolución de problemas en tanto que emplean «supuestos prácticos» que simulan lo que ocurre en un juicio.


  A diferencia de los ejercicios —donde lo que se pide es tan solo aplicar o repetir los conceptos que se han introducido—, un problema supone trabajar con situaciones que no son triviales: habrá que interpretar la realidad, utilizar conocimientos de diferentes ramas, buscar relaciones poco obvias, representar gráficamente o hacer un esquema y, sobre todo, pensar un rato. Ahí nos encontramos con un problema: a los niños, desde la educación preescolar, se les castiga a «pensar en lo que han hecho mal», pero como la frase es muy larga, quedan «castigados a pensar». Como todos los actos educativos, esa frase influye en el niño y asocia pensar con castigo, en vez de relacionarlo con diversión, reto, libertad y superación personal. Pensar es sano y bueno. Profesores y familias deberíamos eliminar esa nefasta asociación de ideas que se establece por acortar una frase y sin mala intención.


  Con este capítulo cerramos el círculo que empezamos en el primero: volvemos a la teoría sobre educación: conocimientos, bloqueos, técnicas. Ya no vamos a introducir ningún concepto matemático, sino que nos preocuparemos, como los buenos cocineros, de dar la receta para que al juntar todos los ingredientes (expuestos en los capítulos previos) podamos conseguir un magnífico resultado. Su estructura recordará a la del primer capítulo, salvo en los ejemplos de problemas que propondremos al final.


  Problemas como elemento motivador


  Aprovechando la curiosidad innata del niño, procuremos proponerle problemas que supongan un reto para él, pero también algo divertido. La realización de problemas en los que el niño tiene que utilizar diferentes conocimientos y unirlos todos en busca de la solución puede ser un elemento motivador. Buscando la solución al problema sentirá la necesidad de preguntar y descubrir nuevas ideas. Para ello no puede ir solo, debe guiarle un adulto: un profesor o un familiar.


  Eso sí: debemos procurar que en todo momento la resolución de un problema motive al estudiante y que no suponga en él un rechazo hacia la materia. Calibrar la dificultad de un problema es difícil, pero por fortuna existen estupendas colecciones de problemas en las que se marca la dificultad de los mismos: un problema demasiado sencillo le aburrirá; uno con dificultad moderada provocará su interés; uno con dificultad excesiva quizá le despierte rechazo. En cualquier caso, hemos de tener en cuenta que la dificultad es un concepto relativo: no todos los problemas parecen igual de difíciles a todas las personas.


  La importancia de la teoría


  Otra vez tenemos que apelar a nuestra experiencia como docentes. Es frecuente que los alumnos, sean mayores o pequeños, se estudien los problemas y ejercicios que se han resuelto en clase y no estudien, o no sepan aplicar, los conocimientos teóricos que se explican en el aula.


  Por ejemplo, imaginemos que a un niño se le pide calcular el número de segundos que tiene un año. Podría resolver ese problema utilizando sumas, pero es mucho más efectivo utilizar una multiplicación: 365 x 24 x 60 x 60 = 31 536 000 segundos, número que se obtiene al multiplicar los días que tiene el año por las horas que tiene cada día, por los minutos que hay en cada hora y por los segundos que contiene cada minuto. Aquí no solo hay que saber que la multiplicación equivale a hacer sumas repetidas (esa sería la teoría puramente matemática), sino la relación que existe entre las diferentes unidades en las que se mide el tiempo, que también forma parte del programa de las asignaturas de matemáticas.


  Cuando el niño crezca conocerá otros objetos matemáticos: potencias, polinomios, ecuaciones de segundo grado, logaritmos, matrices, derivadas, integrales… Todas estas herramientas, bien utilizadas, le servirán para enfrentarse a problemas de dificultad superior. Pero el hábito de resolución de problemas y las pautas básicas que va a empezar a desarrollar desde pequeño le servirán en toda su trayectoria académica.


  Cómo enfrentarse a un problema


  Muchos estudiosos de la metodología de las matemáticas consideran fundamental la resolución de problemas. Son pioneros los estudios del matemático húngaro George Polya, quien en su libro How to Solve It? expuso una técnica de resolución en la que hoy se basa la práctica totalidad de los estudios posteriores.


  
    
  


  
    	Comprender el enunciado del problema.


    	Diseñar un plan de resolución.


    	Aplicar el plan de resolución y resolver el problema.


    	Interpretar el resultado.

  


  Parecen cuatro pautas de sentido común, pero conviene destacarlas, en especial la última, que suele olvidarse, puesto que antes de esta fase ya se ha conseguido el objetivo de resolución. Pero vayamos paso a paso.


  1. La comprensión del problema es esencial: si no entendemos qué se pregunta, es imposible que podamos resolverlo. En la lectura inicial podemos ver qué datos se proporcionan en el problema: son los que tendremos que utilizar después. A veces es conveniente que cambiemos el enunciado, planteando la misma pregunta de un modo diferente; quizá esa otra forma de plantearlo nos sugiera por dónde abordarlo. También es habitual que, una vez resuelto el problema, se nos ocurra otro modo de resolverlo, más sencillo que el original.


  2. El plan de resolución exige identificar las variables y los datos del problema. Hacernos a la idea de qué técnicas podemos utilizar, ya que serán diferentes dependiendo de si se trata de un problema de geometría, una ecuación, un problema de proporcionalidad o de «regla de tres», etcétera. En este punto debemos repasar con qué resultados teóricos podemos contar, y si el problema nos recuerda a alguno similar. Como en todo, la experiencia es fundamental e iremos alimentando la intuición en la resolución de problemas después de haber hecho muchos por nosotros mismos: podremos recibir ayuda de alguien o una pista, pero el estudiante debe enfrentarse al problema. Es parte del proceso de aprendizaje. Por eso nunca se debe ofrecer la solución a un problema sin que el niño lo haya pensado previamente: estaríamos creando un mal hábito en él, ya que en todas las facetas de la vida tendrá que enfrentarse a sus propios problemas. Los de matemáticas son mucho más inofensivos que otros problemas de «la vida real» y nuestra labor como padres y educadores se tiene que desarrollar en todos los momentos.


  Recuerda: no debemos confundir el hablar con nuestros hijos y ayudarles con los deberes con el hecho de hacerles su trabajo. Si no les enseñamos a responsabilizarse de sus tareas (tanto las escolares como las que deban realizar para ayudar en casa), a la larga tanto nosotros como ellos tendremos un problema. Es muy importante que se habitúen a esforzarse y que aprendan que en ningún campo las cosas se hacen bien a la primera. En La inteligencia ejecutiva, José Antonio Marina propone educar priorizando la capacidad de soportar el esfuerzo, de aguantar las molestias y de guiarse por recompensas lejanas. Nuestra experiencia en la enseñanza de las matemáticas nos hace estar de acuerdo con él.


  3. Una vez diseñado el plan de resolución, toca ejecutarlo. En ocasiones habrá que volver atrás y rediseñar el plan, puesto que a menudo se llega a vías muertas que no conducen a nada. Lo más importante es que sepamos en cada momento qué estamos haciendo, para corregirlo si es necesario. Nuestra experiencia muestra estudiantes que rellenan páginas sin saber realmente lo que hacen, y ese defecto debe erradicarse desde las edades más tempranas. Para resolver problemas es necesaria la reflexión y un cierto orden. Conviene que escriba en la hoja qué paso se hace y por qué. Eso facilitará a tu hijo su propia tarea de repaso y, cuando tenga que examinarse, facilitará la tarea del profesor, y este lo agradecerá.


  4. ¿Y el último paso? Interpretar el resultado del problema nos va a permitir analizar si es o no correcto. Un ejemplo: es muy común, incluso entre estudiantes universitarios, proporcionar como solución al cálculo de un volumen un número negativo (como decir que la capacidad de un recipiente es de –3 litros). Pensar un poco sobre la solución obtenida ayudaría a ir para atrás y verificar algún otro error en los cálculos o en el planteamiento. Además, interpretar el resultado nos sirve para afianzar ese problema en nuestra experiencia y asociarlo a otros similares que se puedan plantear en el futuro.


  Los bloqueos o el «síndrome de la hoja en blanco»


  Vale, sé cómo enfrentarme a un problema, pero ¿qué pasa si de pronto me bloqueo? ¿Nunca has estado delante de una hoja en blanco, sabedor de que has de escribir algo, pero incapaz de hacerlo? Te prometemos que nosotros sí nos hemos visto en esas, tanto cuando debemos preparar artículos para una publicación científica de investigación como cuando escribimos para acercar las matemáticas a todos los públicos, ¿te suena? No saber por dónde empezar quizá sea lo más duro a la hora de enfrentarse a un problema de matemáticas.


  Si bien no hay un método general para resolver todos los problemas (todos hemos oído hablar, hasta en los informativos de televisiones y radios, de algunos problemas que han tardado siglos en resolverse y de otros que aún permanecen irresueltos), sí es posible proporcionar algunas pautas que nos ayuden a salir de esa situación.


  De entrada, un primer paso muy sencillo: la hoja debemos rellenarla. Pon los datos que tenemos y lo que nos preguntan: verlos te ayudará a trazar el plan de resolución. También es útil formularse preguntas del tipo:


  
    
  


  
    	¿Me recuerda este problema a otro que he hecho?


    	Aunque no pueda hacer todo el problema, ¿soy capaz de resolver una parte?


    	Si añado datos, puedo resolver el problema. ¿De dónde saco los que me faltan?


    	¿Puedo cambiar el lenguaje del problema haciéndolo más fácil?


    	Lo que quiero hacer, ¿admite una representación gráfica?


    	¿Podemos adaptar el problema a una situación real y conocida?


    	¿Encontraré algo parecido en un libro?

  


  El trabajo en equipo y la tormenta de ideas ayudan a reducir los bloqueos de forma considerable, permitiendo encontrar posibles vías de solución del problema. También la práctica nos ayudará a escapar de los bloqueos, y para ello es necesaria la experiencia: el haber resuelto otros problemas o el poder consultar algunos problemas resueltos.


  En cualquier caso, quede esto claro: todos hemos tenido momentos en los que no sabíamos cómo abordar un problema, y nos sigue pasando a pesar de los años, la experiencia y el gusto por resolver problemas, solo que ahora lo disfrutamos como reto personal. Esa es la diferencia: no hay que desanimarse con un problema difícil: hay que hacer algo, aunque nos equivoquemos. Probablemente esa primera idea evolucione hacia una que sí sirva para la resolución.


  Las «ideas felices»


  Entre los problemas que nos encontremos habrá algunos cuya resolución requiera de lo que se conoce como una idea feliz. Este término se refiere a algún detalle que es clave para resolver el problema y que no siempre resulta obvio. Si bien la mayoría de los problemas propuestos en los libros de texto no requieren ideas felices para su resolución, algunos problemas sí necesitan que demos con un elemento clave para que podamos resolverlo.


  Las ideas felices también acaban llegando con la práctica en la resolución de problemas. Los niños, sobre todo los más pequeños, son fundamentalmente creativos y pueden idear estos procedimientos alternativos. Pero para ello hay que intentar siempre vías diferentes en la resolución de problemas. Ya hemos anticipado que se puede aprender a resolver problemas. La «idea feliz» tal vez llegue desde un problema parecido que ya hubiéramos resuelto o se nos ocurra al reformular el problema en el que trabajamos.


  Muchas veces los alumnos nos preguntan «¿y eso cómo se me ocurre a mí?». La respuesta que solemos dar es «con práctica». Hay muchos problemas similares cuyo método de resolución es parecido. Ahí es donde debemos buscar las similitudes y aplicarlas. Por eso la memoria es importante. Si ante el aprendizaje de las tablas de multiplicar decíamos que no tenía sentido aprendérselas de memoria, que el conocimiento acabaría afianzándose con la práctica, lo mismo mantenemos con la resolución de problemas: las diferentes técnicas se irán almacenando y podremos recuperarlas cuando se necesite.


  La representación gráfica


  Una frase popular en matemáticas dice que «la geometría es el arte de razonar bien con figuras mal hechas». Aunque las figuras no sean del todo correctas, conviene representar gráficamente los datos y las ideas que tengamos y también nos ayudarán a plantear el «plan de ataque». Del mismo modo en que nos hemos apoyado en gráficos para introducir las operaciones en el capítulo 3, representando puntos en un plano o cogiendo fichas y repartiéndolas, en la práctica habitual en matemáticas sucede algo parecido: nuestro cerebro está acostumbrado a procesar imágenes y en muchas ocasiones una buena representación nos ayudará a resolver un problema. En los ejemplos propuestos al final de este capítulo se verá con más claridad la importancia de la representación gráfica en la resolución de problemas.


  Más adelante, el niño representará parábolas y otras funciones matemáticas, e interpretará lo que significan, relacionando la representación gráfica de una curva con el cálculo diferencial de Newton y Leibniz. Si desde el comienzo de su etapa escolar ha pensado los problemas gráficamente, no tendrá ninguna dificultad cuando le toque abordar estos métodos en la educación secundaria y el bachillerato.


  Expresar un problema complicado como una unión de problemas sencillos


  Una de las claves principales para afrontar la resolución de un problema consiste en entender que dentro de un ejercicio o problema puede haber incluido otro, como si se tratase de muñecas rusas metidas unas dentro de otras. El poder identificar de manera adecuada cuál es la estructura de un determinado problema nos ayudará a resolverlo. A la hora de recordar el esquema de un problema tipo (¿por qué negarlo?, los problemas tipo existen y el niño los va a encontrar a lo largo de toda su vida académica, aunque precisamente estos problemas tipo no son los que harán que aumente su creatividad), hay que tener en mente cuál es su esqueleto, y cómo hemos de afrontar ese tipo de problemas, pero no hay que desmenuzar los «pequeños problemas» contenidos en ellos, puesto que ya se habrá hecho antes, al estudiar los casos particulares de esos «problemas modelo».


  Las situaciones realmente problemáticas se producirán cuando tu hijo se enfrente a algo que para él es nuevo, pero el reto de abordar lo desconocido, aunque sea difícil, puede constituir una auténtica fuente de motivación.


  Resolución en equipo


  Tradicionalmente en matemáticas, a diferencia de otras disciplinas científicas, el trabajo se desarrolla de forma solitaria. En un laboratorio de física, química o biología es necesario que diferentes investigadores trabajen juntos para desarrollar los experimentos, y lo mismo ocurre con un equipo de médicos o con arqueólogos en una excavación. Pero el método de trabajo que se sigue en matemáticas (cuando un investigador se enfrenta a un problema) ha conllevado un cierto aislamiento: cierto que el matemático comenta las ideas con otros, pero a la hora de pensar los problemas suele hacerlo solo y concentrado. No obstante, se están integrando muchos matemáticos en equipos multidisciplinares, ofreciendo su capacidad de análisis y beneficiándose de las ideas y aportaciones de los otros miembros del equipo.


  Lo mismo ocurre con la resolución de problemas en las primeras etapas educativas: aunque hay que dedicar tiempo a pensar problemas por uno mismo, puede ser mucho más motivador intentar resolverlos «en equipo». Hay niños que tienen una mente más algebraica, capaz de manipular expresiones, mientras que otros son buenos en cálculo y otros tienen facilidad con la geometría. Puede que en el equipo haya alguno que, teniendo facultades artísticas, «no sea bueno en matemáticas». Ese precisamente va a poder ayudar a los otros en las representaciones gráficas y aprenderá de los métodos que utilizan sus compañeros.


  Enseñar a otros, una forma de consolidar lo aprendido


  Otro de los beneficios de la resolución de problemas en equipo tiene que ver con el último punto de la metodología de resolución de problemas: el análisis final del resultado. Poder explicar a alguien cómo se ha resuelto un problema de matemáticas afianza las ideas del que lo está explicando. Así, el miembro del equipo que lo explica a los demás les ayuda (al menos a los que no hayan llegado a la solución final) y se ayuda a sí mismo al realizar el esfuerzo de explicárselo a otros. Además, el resto del equipo protestará si hay algún paso o detalle que no está claro. Este proceso contribuye a desarrollar otro de los métodos esenciales de las matemáticas: cada paso que se dé debe estar fundamentado y ser correcto.


  ¿Nunca te ha pedido un compañero de trabajo que le expliques cómo se lleva a cabo algún procedimiento? ¿Y no has notado en ese momento la diferencia entre qué tienes claro (eres capaz de explicarlo perfectamente) y qué puedes desarrollar, pero sin dominarlo a la perfección?


  Por eso, el «salir a hacer problemas a la pizarra» es una técnica educativa que mantiene su efectividad. Al niño no le bastará con tener los contenidos circulando por su cabeza, sino que tendrá que esforzarse en ver cuál es la mejor forma de hacerse entender. Eso implica que tendrá que trabajar duro con lo que ha aprendido, y este trabajo trae como consecuencia una mejor asimilación de lo estudiado. Pide a tu hijo que te explique lo que acaba de aprender. No que te repita lo que ha leído, sino que te explique en qué consiste.


  Por ejemplo, un juego entretenido consiste en cambiar los roles: el niño desempeña el papel de profesor y nosotros el del alumno. Puede pedirnos que resolvamos sumas o multiplicaciones y nosotros lo haremos. A veces de forma correcta y a veces nos equivocaremos deliberadamente. El «profesor» (nuestro hijo, en este caso) tendrá que corregirnos y, para ello, resolver esas mismas multiplicaciones.


  Sin más preámbulos, te proponemos que pongas a prueba todo esto con unos cuantos problemas. Sobre todo, dos objetivos: por un lado, que te suponga un reto y que lo venzas; por otro, e igual de importante, ¡que te diviertas!


  ALGUNOS PROBLEMAS…


  Después de teorizar sobre cómo resolver problemas, mostremos ejemplos prácticos de aplicación de esta teoría y de las ideas que ya hemos comentado a la resolución de problemas; no están ordenados por contenido o dificultad, simplemente intentamos dar una pequeña muestra de problemas y la forma de resolverlos. Vaya por delante, eso sí, un aviso: algunos de estos problemas no son fáciles, pero aunque sea esto así, están bien explicados en el texto. Es intencionado: queremos que tu hijo ponga en práctica las técnicas que se han desarrollado y comentado en este capítulo, para ayudarle a acostumbrarse a las situaciones un poco más complicadas.


  En primer lugar, detallaremos los enunciados de todos los problemas que proponemos como ejemplo, para que tú elijas el que quieras, bien por motivos de dificultad («este parece fácil, me atrevo con él» o «supone un reto, me gusta»), por temática («me gustan los problemas de geometría» o «qué bien, un problema clásico») o por cualquier otro.


  Tras enunciar todos los ejemplos, estudiamos cada uno de ellos de forma individual. Primero volvemos a enunciarlo (ya que al leer las pistas o la solución conviene tener cerca el enunciado), damos pistas o indicaciones para su resolución, lo resolvemos y hacemos un análisis final. Este análisis, que hemos catalogado como algo importante y necesario, en nuestro caso incluirá también algunas ideas o comentarios sobre el proceso de resolución y, en ocasiones, el contexto del problema o anécdotas referidas a él, ya que pensamos que lo acerca mucho más al estudiante. Aun así, también es conveniente que hagas el tuyo propio.


  Insistimos en la conveniencia de intentar resolver estos problemas sin leer las indicaciones; luego, contando con ellas; y después podremos consultar la solución, tanto si hemos dado con ella como si no, y lo analizamos. ¡A por ellos!


  1. En un bando de palomas van estas, otras tantas como estas, la mitad de estas, la cuarta parte de estas y, contigo gavilán, ciento cabal.


  2. Una anciana compra huevos, se le caen y se le rompen. No recuerda cuántos había comprado, pero sí que si los contaba de 2 en 2, le sobraba 1; si los contaba de 3 en 3, le sobraban 2; contándolos de 4 en 4, le sobran 3; cuando los cuenta de 5 en 5, le sobran 4; y cuando los cuenta de 6 en 6, le sobran 5. ¿Cuántos huevos llevaba la anciana?


  3. En una fábrica de refrescos, 5 máquinas llenan 7200 botellas en 6 horas. ¿Cuántas botellas llenarán 8 máquinas en 9 horas?


  4. 6 gatos cazan 6 ratones en 6 minutos. ¿Cuántos gatos son necesarios para cazar 100 ratones en 50 minutos?


  5. ¡Caminante! Aquí yacen los restos de Diofanto. Los números pueden mostrar, ¡oh, maravilla!, la duración de su vida, cuya sexta parte constituyó la hermosa infancia. Había transcurrido además una duodécima parte de su vida cuando se cubrió de vello su barba. A partir de ahí, la séptima parte de su existencia transcurrió en un matrimonio estéril. Pasó, además, un quinquenio y entonces le hizo dichoso el nacimiento de su primogénito. Este entregó su cuerpo y su hermosa existencia a la tierra, habiendo vivido la mitad de lo que su padre llegó a vivir. Por su parte, Diofanto descendió a la sepultura con profunda pena, habiendo sobrevivido cuatro años a su hijo. Dime, caminante, ¿cuántos años vivió Diofanto hasta que le llegó la muerte?


  6. Una araña que se encuentra en el vértice A de un cubo cuya arista mide 1 cm se propone capturar una mosca en el vértice opuesto B (véase la figura). La araña debe caminar por la superficie del cubo sólido y encontrar el camino más corto. Halla la longitud de dicho camino.
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  7. Porcia encuentra tres cofres: uno de oro, uno de plata y uno de plomo. En la tapa de cada uno de los cofres hay dos frases, de las que solo una de ellas puede ser falsa. Quiere saber en qué cofre se encuentra su retrato. Si la situación es la representada en la figura, ¿puedes ayudar a Porcia a encontrarlo?


  [image: ]


  8. Calcula la longitud del segmento PQ dibujado con trazo más grueso:
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  … Y SU RESOLUCIÓN


  1. En un bando de palomas van estas, otras tantas como estas, la mitad de estas, la cuarta parte de estas y, contigo gavilán, ciento cabal.


  • Indicación:


  «Estas» se refiere a la cantidad de palomas. Es la incógnita del problema. Se puede reescribir todo utilizando una ecuación de primer grado, con una incógnita.


  • Solución:


  «Estas» se representa con x


  «Otras tantas como estas» x


  «La mitad de estas» x/2


  «La cuarta parte de estas» x/4


  «Gavilán» 1


  Así, llegamos a la ecuación: x + x + x/2 + x/4 + 1 = 100


  Para resolver la ecuación sacamos factor común a x y tenemos:


  x (1 + 1 + 1/2 + 1/4) = 99


  (no 100, porque recuerda que ahí andaba el gavilán, en la bandada…)


  Si despejamos: x = 36


  • Análisis:


  Este problema es muy sencillo y conocido, transmitido oralmente y quizá el primero de ecuaciones al que se enfrentó uno de los autores (F. Blasco). En efecto, mi padre —que no había podido estudiar debido a su situación familiar y a la del país en ese momento— me lo planteó y me enseñó a resolverlo «por tanteo». Quizá esa influencia contribuyó a una afición por pensar los problemas e intentar diferentes técnicas. Quitando esa parte sentimental o emotiva (que para muchos es fundamental, ya que consideran las matemáticas algo demasiado frío), el análisis que podemos hacer del problema se reduce a la representación que hemos hecho de la incógnita, y la importancia de agrupar incógnitas en un miembro de la igualdad y las constantes al otro. Se resuelve con el procedimiento habitual de resolución de ecuaciones.


  2. Una anciana compra huevos, se le caen y se le rompen. No recuerda cuántos había comprado, pero sí que si los contaba de 2 en 2, le sobraba 1; si los contaba de 3 en 3, le sobraban 2; contándolos de 4 en 4, le sobran 3; cuando los cuenta de 5 en 5, le sobran 4; y cuando los cuenta de 6 en 6, le sobran 5. ¿Cuántos huevos llevaba la anciana?


  • Indicación:


  Podemos contar, como se hizo en el texto para hacer la «criba de Eratóstenes», o pensar en un razonamiento que involucre, por ejemplo, solo la cuenta de 2 en 2, la cuenta de 3 en 3 y la cuenta de 4 en 4. ¿No tendrá que ver el problema con el mínimo común múltiplo? Otra posibilidad para razonarlo: ¿qué pasa si añadimos un huevo?


  • Solución:


  Tras un pequeño análisis del problema, vemos que si se añade un huevo, al contar de 2 en 2, 3 en 3…, o de 6 en 6, no sobraría ninguno. Por tanto, si añadimos un huevo más a los que llevaba la anciana, esa cantidad tiene que ser múltiplo de 2, 3, 4, 5 y 6. El menor número que cumple eso es mcm (2, 3, 4, 5, 6) = 60. Así, una solución al problema es que la anciana llevaba 59 huevos.


  • Análisis:


  La solución no es única: si la anciana lleva 119 huevos, también se verifica el enunciado, o si lleva 179 huevos. ¿Puede establecerse una pauta? ¿Encontramos una regla general?


  3. En una fábrica de refrescos, 5 máquinas llenan 7200 botellas en 6 horas. ¿Cuántas botellas llenarán 8 máquinas en 9 horas?


  • Indicación:


  ¿Podemos referir el problema a una máquina, botella u hora? ¿Hay alguna técnica conocida que me permita resolver este problema?


  • Solución:


  El problema es un ejemplo típico de aplicación de la «regla de tres». Si 5 máquinas llenan 7200 botellas en 6 horas, entonces, ¿cuántas llenarán las 5 máquinas en 1 hora? Llenarán la sexta parte de 7200, es decir, 1200 botellas en 1 hora. Si volvemos a tener en cuenta la proporcionalidad, 1 sola máquina llenará 240 botellas en 1 hora. Así, 8 máquinas trabajando durante 9 horas llenarán 8 · 9 · 240 = 17 280 botellas.


  • Análisis:


  La idea de proporcionalidad aparece muchas veces en matemáticas. En este caso, lo que hemos hecho es reducir el problema al cálculo de cuántas botellas puede llenar una máquina en una hora. Es un ejemplo típico de un problema que se puede resolver mediante una regla de tres compuesta. ¿Podrían darse otras situaciones? ¿Qué pasa si son 16 las máquinas que trabajan durante 9 horas?, ¿empezaríamos el problema desde el principio, o se nos ocurre algún atajo para hacerlo más simple?


  4. 6 gatos cazan 6 ratones en 6 minutos. ¿Cuántos gatos son necesarios para cazar 100 ratones en 50 minutos?


  • Indicación:


  ¿He hecho algún problema parecido a este? ¿Tiene este problema alguna particularidad? ¿Hay suposiciones adicionales en el problema? ¿Se me ocurren varias soluciones posibles?


  • Solución:


  En principio, se puede resolver mediante proporcionalidad, de un modo similar al que habíamos utilizado en el problema anterior: si 6 gatos cazan 6 ratones en 6 minutos, x gatos cazarán 100 ratones en 50 minutos. Procediendo como antes y despejando x, resulta:


  x = (100 · 6 · 6)/(50 · 6) = 12


  Pero si interpretamos lo que significa esta solución, observamos que transcurridos 48 minutos todavía quedarían 4 ratones vivos y tendríamos 2 minutos para matarlos entre esos 12 gatos. La información que tenemos no es completa y, por ello, se hace necesario incluir suposiciones adicionales. Por ejemplo:


  
    
  


  
    	Un gato mata un ratón en 6 minutos.


    	Se necesitan 6 gatos para matar un ratón, y lo hacen en 1 minuto.


    	Entre 3 gatos matan 1 ratón, y hacen esto en 2 minutos.


    	Cada pareja de gatos mata 1 ratón en 3 minutos.


    	Lo que realmente está escrito: un grupo de 6 gatos es capaz de matar un grupo de 6 ratones en 6 minutos, sin dejar hueco para la individualidad.

  


  El caso 1 nos llevaría a que son necesarios 13 gatos, puesto que con 12 gatos, en el minuto 48 solo tendríamos 96 ratones muertos. Así, añadiendo un gato más para tener 13, en el minuto 24 habrían cazado 52 ratones, con lo que faltarían 48 ratones que cazar, y esto es posible hacerlo en 24 minutos con 12 gatos (el gato adicional podría dormirse una siesta estos últimos 24 minutos).


  El caso 2 nos lleva a la solución de que se necesitan 12 gatos: en el minuto 48 habría 96 gatos muertos. Con esta hipótesis, los 12 gatos trabajando en paralelo son capaces de cazar 2 gatos al minuto, con lo que todo cuadra.


  El caso 3 es análogo al 2: con 12 gatos en el minuto 48 llevan 96 cazados y les quedan 2 minutos para cazar 4 ratones.


  El caso 4 necesitaría 14 gatos: llegamos al minuto 48 habiendo cazado 96 ratones. Si queremos cazar más, nos pasamos de tiempo (una pareja de gatos caza un ratón en 3 minutos), así que se necesitan más gatos para finalizar la tarea. Además, como cazan en pareja no podemos introducir uno solo. Con ello, el menor número de gatos necesarios es de 14.


  En el caso 5 solo podemos plantearnos que los gatos cazan en grupos de 6. Y como en el minuto 48 no hemos terminado, tenemos que introducir un grupo de 6 gatos, siendo así 18 los que se necesitan.


  • Análisis:


  Aunque pueda parecer poco didáctico introducir un problema en el que hay tal cantidad de soluciones, si lo que queremos es entrenar a un genio de las matemáticas, debemos considerar también este tipo de problemas abiertos, donde el enunciado deja vía libre a la imaginación. El autor de este problema no es otro que Lewis Carroll, el autor de Alicia en el País de las Maravillas, que era profesor de Matemáticas en Cambridge. El enunciado original del problema ya avisaba de que la solución no era tan sencilla como parecía. Hemos preferido no avisar, para dejar libertad al lector en su desarrollo del problema. Los cinco casos descritos presentan posibilidades plausibles: ninguno de ellos contradice el enunciado del problema, todo depende de algunas hipótesis adicionales, que desconocemos. Tras resolver el problema (dando por supuesta alguna de estas condiciones adicionales), deberíamos llegar a las otras tras hacer el preceptivo análisis final.


  5. ¡Caminante! Aquí yacen los restos de Diofanto. Los números pueden mostrar, ¡oh, maravilla!, la duración de su vida, cuya sexta parte constituyó la hermosa infancia. Había transcurrido además una duodécima parte de su vida cuando se cubrió de vello su barba. A partir de ahí, la séptima parte de su existencia transcurrió en un matrimonio estéril. Pasó, además, un quinquenio y entonces le hizo dichoso el nacimiento de su primogénito. Este entregó su cuerpo y su hermosa existencia a la tierra, habiendo vivido la mitad de lo que su padre llegó a vivir. Por su parte, Diofanto descendió a la sepultura con profunda pena, habiendo sobrevivido cuatro años a su hijo. Dime, caminante, ¿cuántos años vivió Diofanto hasta que le llegó la muerte?


  • Indicación:


  ¿Soy capaz de identificar la incógnita? ¿Establezco correctamente las relaciones entre la incógnita y los datos? ¿Sé qué técnica de solución debo emplear?


  • Solución:


  Este problema se puede resolver mediante una ecuación. Llamaremos x al total de años que vivió Diofanto. Así, teniendo en cuenta todo lo que se dice en el enunciado, es sencillo ver que se llega sin problemas a la ecuación:
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  Tras ver que el mcm (6, 12, 7, 1, 2) = 84, sumamos las nuevas fracciones resultantes y despejamos la incógnita:


  14x + 7x + 12x + 420 + 42x + 336 = 84x → 756 = 9x → x = 84


  Luego Diofanto murió a los 84 años.


  • Análisis:


  Este problema se corresponde con una ecuación sencilla y su planteamiento no es complicado, si se sigue fielmente el enunciado. Es un problema que aparece repetido en diferentes libros de matemáticas, enunciado de formas diversas. Se dice que el propio Diofanto lo mandó grabar en su tumba, a modo de epitafio; aunque esta información no se ha contrastado, a las ecuaciones que tienen por solución números enteros se les llama ecuaciones diofánticas. Antes de resolverlo, podía haber sido conveniente quitar la «literatura», dejándolo escrito de una forma mucho más plana: «Mi infancia ocupó la sexta parte de mi vida, mi adolescencia la doceava parte, mi juventud hasta el matrimonio otra séptima parte. Cinco años después de casarme nació mi primer hijo, que murió cuatro años antes que yo, con la mitad de mi edad final. ¿Cuál fue mi edad final?».


  6. Una araña que se encuentra en el vértice A de un cubo cuya arista mide 1 cm se propone capturar una mosca en el vértice opuesto B (véase la figura). La araña debe caminar por la superficie del cubo sólido y encontrar el camino más corto. Halla la longitud de dicho camino.


  • Indicación:


  ¿Sé cuál es el camino más corto entre dos puntos? ¿Puedo convertir este problema tridimensional en uno equivalente, pero en el plano?


  • Solución:


  Siguiendo las indicaciones, podemos representar el desarrollo plano del cubo:
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  Además, la línea punteada en el desarrollo representa el camino más corto entre los dos puntos A y B. Está hecho así y es sencillo verlo en el desarrollo plano, pero plegando por las aristas para obtener el cubo tridimensional el mínimo camino de A a B tiene que ser la misma línea punteada, aunque recorrida ahora por dos caras diferentes del cubo. Si la arista del cubo mide 1 cm, esta distancia se calcula por el teorema de Pitágoras y es la raíz cuadrada de 12 + 22. Esto es, la distancia que recorre la araña es √5 = 2,23606.


  • Análisis:


  En este problema hemos utilizado uno de los argumentos que pasan desapercibidos pero son muy útiles en matemáticas. Y en todos los niveles. Es el «bajar de dimensión». Un problema que en principio era de geometría tridimensional y que involucraba un cubo se ha resuelto pasando al desarrollo plano de ese cubo (el que haríamos si quisiéramos montarlo con cartulina). Este problema sirve para repasar geometría tridimensional y geometría plana. Incluyendo el uso del teorema de Pitágoras, que es uno de los resultados que recuerdan casi todos los adultos. El análisis debe ayudarnos a recordar estas pautas: un problema que en principio puede ser muy complicado en dimensión tres puede resultar mucho más sencillo cuando lo reducimos al plano.


  7. Porcia encuentra tres cofres: uno de oro, uno de plata y uno de plomo. En la tapa de cada uno de los cofres hay dos frases, de las que solo una de ellas puede ser falsa. Quiere saber en qué cofre se encuentra su retrato. Si la situación es la representada en la figura, ¿puedes ayudar a Porcia a encontrarlo?
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  • Indicación:


  ¿Puedo hacer una tabla con posibilidades? ¿Será útil hacer una suposición y ver si es correcta?


  • Solución:


  Vamos a analizar, uno por uno, los tres casos que pueden darse: que el retrato esté en el cofre de oro, que esté en el de plata o que esté en el de plomo.


  Supongamos que el retrato está en el cofre de oro. Como de las dos frases solo una puede ser cierta, el artista que lo pintó tendría que ser veneciano. Vamos a comprobar la consistencia con los otros enunciados: en el de plata se dice que «el retrato no está en el cofre de oro», que contradice nuestra suposición, y que «el artista que pintó el retrato es florentino», que también es falso. Como de las frases escritas sobre cada uno de los cofres podía haber como mucho una falsa, la hipótesis de partida (que el retrato estaba en el cofre de oro) no puede ser verdadera.


  Ahora que hemos descartado que el retrato esté en el cofre de oro, vamos a suponer que está en el de plata y veremos qué pasa. El primer enunciado del cofre de oro es consistente con nuestra suposición: «El retrato no está aquí»; como esa frase es verdadera, de momento nos da igual de dónde es el pintor del retrato. Si pasamos al cofre de plata, tenemos que la frase «el retrato no está en el cofre de oro» es verdadera y, de momento, tampoco entraremos en la segunda afirmación, ya que se permitía que una pudiera ser falsa. Cuando leemos las frases del cofre de plomo «el retrato no está aquí» y «el retrato está en el cofre de plata», vemos que ambas son verdaderas. Así, suponiendo que el retrato estaba en el cofre de plata, no hemos llegado a ninguna contradicción.


  Por último, supongamos que el retrato está en el cofre de plomo. Si leemos las dos frases escritas en ese cofre, vemos que ambas son falsas: «el retrato no está aquí» y «el retrato está en el cofre de plata», con lo que esta posibilidad no puede darse.


  Con todo esto, la única posibilidad válida es que el retrato esté en el cofre de plata.


  • Análisis:


  Los problemas de lógica ofrecen una alternativa muy buena a los problemas tradicionales. Pensar este tipo de problemas no requiere conocimientos matemáticos elevados, sino solo concentración y saber qué se lee en cada momento. También nos brindan una buena oportunidad para aprender a distinguir casos e ir haciéndonos conscientes de cuándo damos un paso contrario a las hipótesis o datos del problema.


  Podríamos haber llegado a dar con la solución por un camino más corto, dependiendo de la elección que hubiésemos hecho de inicio. En este caso hemos descrito la solución tal y como se nos ha ocurrido desde un principio (es decir, que no la hemos editado para publicarla en el libro) para que así el lector pueda observar los razonamientos que se hacen al resolver el problema.


  Este problema pertenece a una colección dedicada a «los cofres de Porcia» ideada por el matemático Raymond Smullyan, autor de numerosos libros de lógica recreativa. Si quieres hacer más problemas similares, encontrarás una gran cantidad de referencias en la bibliografía.


  8. Calcula la longitud del segmento PQ dibujado con trazo más grueso:
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  • Indicación:


  ¿Conozco algún resultado que me ayude a resolver el problema? ¿Hay alguna simetría? ¿Puedo plantear un problema similar? ¿Se me ocurre algún razonamiento geométrico para resolverlo?


  • Solución:


  Es fácil observar en el dibujo que el radio de la circunferencia es 10 unidades. Por otra parte, las dos diagonales de un rectángulo miden lo mismo. Si en vez de querer calcular la longitud de esa diagonal, trabajamos con la que no está dibujada, es inmediato ver que coincide con el radio de la circunferencia y, por lo tanto, esa longitud es de 10 unidades.


  • Análisis:


  Hemos querido terminar la colección de problemas con este, puesto que es un ejemplo estupendo para observar el problema antes de ponerse a hacer cálculos de forma desesperada. Un niño con muy pocos conocimientos de matemáticas resolvería el problema (todos saben dibujar las diagonales de un rectángulo e intuyen que ambas miden lo mismo) y otro con conocimientos más avanzados podría fallar, intentando aplicar el teorema de Pitágoras.


  No es un problema de idea feliz. Simplemente, es un problema en el que hemos de analizar los datos que tenemos y lo que se nos pide facilita su resolución. Tenemos que recordar que antes de atacar un problema debemos pensar qué pasaría si se formulase de otro modo o si resulta equivalente a un problema más sencillo. Las pautas de resolución que hemos descrito en este capítulo son siempre útiles.


  Accede al material adicional de este capítulo:
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    Notas
  


  
    1. Miguel de Guzmán (1936-2004) fue un matemático español especialmente interesado por la educación matemática. Tanto es así que entre 1991 y 1998 desempeñó el cargo de presidente de la Comisión Internacional de Instrucción Matemática. La Real Sociedad Matemática Española celebra cada año una Escuela de Educación Matemática que lleva su nombre. Como legado suyo nos han quedado sus libros y artículos, con títulos tan sugerentes como El rincón de la pizarra, Cuentos con cuentas o Para pensar mejor.
  


  


  
    2. John von Neumann (1903-1957) fue un matemático húngaro, que posteriormente emigró a Estados Unidos. De pequeño destacaba por su capacidad para las matemáticas y los profesores le recomendaron a su familia que recibiese clases particulares de profesores universitarios. En su etapa estadounidense fue profesor en la Universidad de Princeton y trabajó en muchos campos de la matemática, brindándonos aportaciones en mecánica, economía, armamentismo y lógica, entre otras disciplinas.
  


  


  
    3. A Pitágoras (ca. 580-495 a. C.) se le considera el primer matemático puro, y a sus seguidores cercanos se les conocía como los matematikoi. Los pitagóricos eran un grupo filosófico-religioso que, por creer que bajo la realidad había una verdad matemática, estudiaron matemáticas y propiedades de los objetos matemáticos.
  


  


  
    4. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) nació en el seno de una familia muy pobre y desde muy joven exhibió su talento para las matemáticas. Antes de ir a la escuela ya había aprendido, por su cuenta, a leer y la aritmética elemental. Cuando tenía 14 años, el duque de Brunswick decidió hacerse cargo de los gastos de su educación. Esa inversión tuvo su fruto: a Gauss se le considera el matemático más grande desde la Antigüedad.
  


  


  
    5. Pierre de Fermat (1601-1665) fue un abogado francés que ha pasado a la posteridad por la frase con la que hemos comenzado este capítulo, anotada en un margen en su copia del libro Aritmética de Diofanto. La demostración de esa afirmación ha tardado 350 años en conocerse y no se sabe si Fermat de verdad la hizo de forma correcta o si había algún error en su versión, puesto que la demostración válida (hecha por Andrew Wiles en 1995) es muy larga y utiliza técnicas matemáticas actuales muy complicadas. A pesar de que su actividad principal no estaba vinculada a las matemáticas, Fermat ha pasado a la historia como uno de los grandes de esta ciencia, por haber conseguido logros en numerosas de sus ramas. De hecho, se le conoce como «el Príncipe de los Aficionados». En él encontramos una prueba más de que las ciencias no están reñidas con las letras y de que las matemáticas pueden ser una afición estupenda.
  


  


  
    6. Paolo Giordano es un físico teórico nacido en Turín (Italia) en 1982, aunque es más conocido como autor de la novela La soledad de los números primos, de donde se ha extraído la frase con la que comienza el capítulo. Su novela fue todo un éxito de ventas mundial y ha obtenido importantes premios. En ella se basa también la película del mismo título. Esta es una prueba más de que los conocimientos matemáticos a menudo salen de su ámbito natural para adentrarse en disciplinas de lo más diversas.
  


  


  
    7. León Tolstói (1828-1910) es uno de los escritores más leídos de la historia, con obras como Anna Karénina y Guerra y paz. Sin embargo, sus aportaciones a la pedagogía no son tan conocidas, aun cuando de hecho él mismo las consideraba más importantes que su labor literaria. Defensor de un acceso universal a la educación, defendía que el niño es por naturaleza una criatura perfecta y su desarrollo libre no debía ser alterado, sino que había que fomentar su creatividad. ¿No nos suena esto de algo? Tolstói tenía un gran interés por las matemáticas, como se puede comprobar en la gran cantidad de referencias sobre matemáticas que incluye en Guerra y paz.
  


  


  
    8. James Clerk Maxwell (1831-1879) fue un matemático y físico al que se conoce sobre todo por haber enunciado las leyes del electromagnetismo. Sus compañeros de escuela lo recordaban como un tímido que, de repente, destacó entre todos ellos, y ganó importantes premios tanto en matemáticas como en lengua. Posteriormente Einstein reconoció que la teoría de la relatividad se debe en sus orígenes a las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético.
  


  


  
    9. William Thomson (1824-1907) fue un físico y matemático británico. Su madre murió cuando él tenía 6 años y su padre, un profesor de matemáticas, fue el que se hizo cargo de su educación. No solo se interesaba por las matemáticas, sino que a los 12 años ganó un premio por una traducción del latín al inglés. También practicaba deportes y era aficionado a la música y la literatura, aunque tenía una especial pasión por la ciencia. Formó parte de una comisión de la Asociación Británica para el Avance de la Ciencia destinada a introducir un sistema para las mediciones científicas basado en el sistema métrico decimal y lamentó que su país no adoptara ese sistema. La unidad de temperatura en el sistema internacional de unidades lleva su nombre.
  


  


  
    10. Stephen Hawking (1942) es un físico y matemático británico, que durante su etapa escolar fue un buen estudiante, aunque no destacó en exceso. Quería estudiar Matemáticas en la universidad, pero al final se decantó por las Ciencias Naturales y la Física. Durante su etapa universitaria se aburrió bastante, aunque sus profesores se dieron cuenta de la capacidad especial que tenía. Finalmente, su genio salió a la luz en el posgrado y su vida profesional posterior, y hoy es uno de los divulgadores científicos más reconocidos del mundo.
  


  


  
    11. Les Luthiers es un grupo de humoristas argentinos que incorpora música en sus representaciones, interpretada con instrumentos creados por ellos mismos. Son un ejemplo de creatividad tanto en sus diálogos como en las puestas en escena y para ello toman a veces componentes matemáticos, como la canción dedicada al teorema de Thales o su espectáculo «Les Luthiers Opus Pi» (1971).
  


  


  
    12. John Maynard Keynes (1883-1946) fue un economista británico, considerado como uno de los economistas más prestigiosos del siglo pasado. Estudió Matemáticas en el King’s College de la Universidad de Cambridge, aunque después se decantó por la Economía. Sus padres, John Neville Keynes, también economista y profesor en la Universidad de Cambridge, y Florence Ada Keynes, quien llego a ser alcaldesa de Cambridge, tuvieron un papel muy activo en la educación de John y de sus hermanos. Seguro que la labor de sus padres, así como la formación matemática previa, ayudaron a que llegara a ser un extraordinario economista.
  


  


  
    13. Evariste Galois (1811-1832) fue un matemático francés, que sentó las bases de cuándo una ecuación puede resolverse por radicales. Los padres de Galois eran inteligentes, cultos y con ideas revolucionarias. La madre de Evariste lo educó y, a pesar de que sus padres no tenían relación con las matemáticas, Evariste se vio atraído por esta ciencia cuando tenía 14 años. Como su padre, también tenía ideas revolucionarias. Se cuenta que cuando quería entrar en la École Polytechnique sus examinadores no comprendían sus ideas y que Galois lanzó un borrador a uno de ellos. Consiguió entrar en la École Normale, pero lo expulsaron por su indisciplina y dedicó toda su energía a la política revolucionaria y a escribir matemáticas. Fue retado a duelo el 29 de mayo de 1832. La noche anterior la pasó escribiendo una monografía con sus descubrimientos matemáticos donde incluía la frase «No tengo tiempo, no tengo tiempo». Falleció en el duelo.
  


  


  
    14. Henry Ford (1863-1947) fue un industrial norteamericano. Nació y se crio en una granja donde aprendió a reparar relojes, de forma autodidacta. Cuando su madre falleció, Ford fue a buscar trabajo como maquinista. Aprendió después a reparar máquinas de vapor y finalmente fue contratado como ingeniero jefe en la fábrica de Edison. A partir de ese momento comenzó a experimentar con motores y combustibles, y llegó a levantar su propia fábrica de automóviles, en la que aplicó criterios de eficiencia y reducción de costes. En el día de Pi (14 de marzo), los ingenieros de la compañía Ford organizan charlas divulgativas en las que explican cómo las matemáticas influyen en el diseño de los coches. También aconsejan a los estudiantes que estudien matemáticas, por su importancia en el ámbito tecnológico.
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